
 

 

で有意性の比較のために売上高営業利益率の前期差

を用いることで，売上高営業利益率の前期差より有

意な成分であることや，残差に対して有意であるが，

売上高営業利益率との相関係数が小さい成分が存在

することを示した．これは，決算短信のテキストデ

ータを SBERT によって定量化したことで，経営成

績に加えて財務状況を反映できたことや，業績要因

などの結果を補足する説明部分を反映できたことに

起因すると考えられる．本研究では，このような意

味ごとの埋め込みが，残差と線形な関係をもつよう

な成分だけが，有意な成分として認識されたと考え

られる．さらに，文章単位と極性単位の有意性の比

較により，極性単位にすることで，極性による線形

なパターンがより明確になり，一文単位の場合より

有意性が高まった成分が存在し，さらに有意な成分

の説明力が向上し，成分が有意である要因がより明

確になったと考えられる．今後の課題としては，本

研究で見出した残差に対して有意な成分を用いて残

差を予測することである．そして，その理論値によ

り日経平均に対して超過収益を生むようなポートフ

ォリオを作成することを目指す．そのために、予測

に用いる有意な成分を選択する方法や，残差を予測

するモデルを考える必要がある． 
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不動点定理による方程式の定性解析 III

- 準線形差分方程式と修正ニコルソン・ベイリーモデル -

齋藤誠慈

1. はじめに

ベクトル空間 V 上の写像F : V → V の不動点 xe ∈ V

とは，F (xe) = xe を満たす点をいう．

　次の定理は，Brouwer（ブラウァー）の不動点定理に

おける変数 1元の場合である．

定理 1.1 関数 f : I → R（区間 I ⊂ R）は，条件 (1)

- (4)を満たすとする．
　 (1) 集合 I は閉集合．
　 (2) I は凸集合，すなわち，任意の点 a, b ∈ I と任意
の λ ∈ [0, 1]につき，(1− λ)a+ λb ∈ I が成り立つ．
　 (3) 関数 f は中への写像，すなわち，f(I) ⊂ I．　
　 (4) 関数 f は，I 上で連続．
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　このとき，f は，閉区間 I の中に少なくとも 1つの不
動点を有する．

　次の定理は有限次元ベクトル空間において成り立ち，
Brouwerの不動点定理 1) p.468 といわれる．

定理 1.2 集合 B ⊂ Rmとし，関数 f : B → Rmは，
条件 (1) - (4)を満たすとする．
　 (1) 集合 B は有界閉集合，すなわちコンパクト（本
研究の 2⌜3⌟参照）．
　 (2) B は凸集合．
　 (3) 関数 f は中への写像，すなわち，f(B) ⊂ B．
　 (4) 関数 f は B 上で連続．　
　このとき，f は，集合 B の中に少なくとも 1つの不
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動点を有する．

　不動点定理の応用によって，方程式の解の存在に関
し，証明されることは周知である．例えば，区間R+ =

[0,∞)，自然数m，ベクトル空間Rm として，常微分方
程式

x′(t) = f(t, x(t)) (1.1)

において，関数 f : R+ ×Rm → Rmは連続として，初
期条件

x(τ) = ξ （τ ∈ R+，ξ ∈ Rm） (1.2)

に対する初期値問題の解 x(t) = x(t; τ, ξ)の存在性につ
いて，ある同値性を示す次の定理は，周知である．

定理 1.3 関数 x(t) : J → Rm（区間 J ⊂ R+）が，
初期値問題 ((1.1),(1.2))の解であることは，x(t)は，次
の積分方程式の C1 級の解であることと同値である．

x(t) = ξ +

∫ t

τ

f(s, x(s))ds (IEq)

（τ, t ∈ J）.

写像 V : C(J) → C(J)（ただし C(J) は，J 上で連
続関数 f : J → Rm の全体）とし x ∈ C(J) に関し，
[V(x)](t) = ξ+

∫ t

τ
f(s, x(s))dsと定める．このとき，x =

V(x) ∈ C(J)が存在すれば，xは V の不動点であり，か
つ xは，積分方程式 (IEq)の解である．このように，不
動点の存在と解の存在は密接な関係がある．
　筆者は，常微分方程式の解に関し，不動点定理を応用
し定性解析を行ってきた 7, 8)．本研究では，差分方程式
の解に関する定性解析のために，従前の研究 9) に関連
して，不動点定理を応用する．

2. 不動点定理等の準備

本研究において，差分方程式の解の漸近挙動解析につ
き，重要な役割を果たす不動点定理，コンパクト性の定
義を述べる．

　「１」Schauder（シャウダー）の不動点定理 1)p.456

4)p.26 10)p.26 と Browderの不動点定理 11)p.154

定理 2.1 （Schauder）バナッハ空間Xの部分集合B

上の写像 V : B → X は，次の条件 (1) - (4)を満たすと
する．
　 (1) 集合 B ⊂ X は，閉凸．
　 (2) V(B) ⊂ B．
　 (3) 写像 V : B → B は連続．
　 (4) 像 V(B) ⊂ Xは相対コンパクト，すなわち，閉包
V(B)はコンパクトである．

　このとき，写像 V は B 内に少なくとも 1つの不動点
を有する．

　 Schauderの不動点定理は，Brouwer（ブラウワー）の
不動点定理の応用により証明できる．次のBrowder（ブ
ラウダー）の不動点定理 11)p.154では，写像 U : S → X

（バナッハ空間X，S ⊂ X）の合成写像 Um（m ∈ Z+）
に対し，不動点が存在する十分条件を与えている．

定理 2.2 （Browder）バナッハ空間 X 内の集合
S0, S1, S に関し，次の条件 (1) - (4) が満たされてい
るとする．
　 (1) S0 ⊂ S1 ⊂ S ⊂ X．
　 (2) S0 は凸閉集合．
　 (3) S1, S は凸開集合．
　 (4) 写像 U : S → X は連続でコンパクト写像，また
ある整数m ≥ 1が存在して合成写像 Umは S1で定義さ
れ，∪m

j=0U j(S0) ⊂ S1，Um(S1) ⊂ S0．写像 U : S → X

がコンパクトであるとは，任意の有界集合 B ⊂ S につ
き，像 U(B)は相対コンパクトであるときをいう．
　このとき，写像 U は S0 内に不動点をもつ．

　「２」Ascoli-Arzelá（アスコリ・アルツェラ）の定理
4)p.22 5)p.75 記号 ||x||は，x ∈ V（線形空間）のノルム
とする．

定理 2.3 関数集合 S = {f : I → Rm, f は連続 }（区
間 I = [a, b]）は，次の条件 (1)，(2)を満たすとする．
　 (1) Sは一様有界，すなわち，あるM > 0が存在し，
次式が成り立つ．
　　　　　 max

I
||f(t)|| ≤ M（f ∈ S）

　 (2) Sは同程度連続，すなわち，微小な ε > 0に対し，
ある正数 δ < εが存在し，次式が成り立つ．
　　　 ||f(t)− f(s)|| < ε（f ∈ S，t, s ∈ I，|t− s| < δ）
　このとき，集合 S ⊂ X は相対コンパクトである．

　「３」コンパクト集合
　位相空間 V の集合 S がコンパクトであるという定義
を述べ，それと同等あるいは，同種な定理を示す．Z+ =

{0, 1, 2, · · · }とする．

定義 2.4 （有限開被覆 5)p.53，コンパクト性 5)p.151）
集合 S ⊂ V がコンパクトであるとは，任意の開被覆
{開集合 Oλ ⊂ V : λ ∈ Λ}（Λ ⊂ Rは添数集合，S ⊂
∪λ∈ΛOλ）につき，ある有限個の開集合 {Ok : 1 ≤ k ≤
n} ⊂ {Oλ} は，∪1≤k≤nOk ⊃ S を満たすときをいう．
Ok の添数 k ∈ Z+（非負整数の集合）は，λ ∈ Rから取
り直している．

定理 2.5 （点列コンパクト 5)p.51）バナッハ空間 V

の集合 S ⊂ V がコンパクトであるとは，任意の点列
{xn : n ∈ Z+} ⊂ S について，ある部分点列 {xn(k) :
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　位相空間 V の集合 S がコンパクトであるという定義
を述べ，それと同等あるいは，同種な定理を示す．Z+ =

{0, 1, 2, · · · }とする．

定義 2.4 （有限開被覆 5)p.53，コンパクト性 5)p.151）
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定理 2.5 （点列コンパクト 5)p.51）バナッハ空間 V

の集合 S ⊂ V がコンパクトであるとは，任意の点列
{xn : n ∈ Z+} ⊂ S について，ある部分点列 {xn(k) :

k ∈ Z+} ⊂ {xn}は収束して， lim
k→∞

xn(k) ∈ Sであるこ

とと，同値である．

定理 2.6 （全有界性 4)p.22 5)p.54，相対コンパクト
性）集合 S ⊂ V が全有界であるとは，任意の微小 ε > 0

につき，集合
　　N(ε) = {y ∈ V :任意の yに対し，||y − x|| < ε

　　　なる x ∈ S が存在する }
と定めると，有限個の {zk ∈ S : 1 ≤ k ≤ n, zk ∈ Oλ}
が存在し S ⊂ ∪{Nk(ε) : 1 ≤ k ≤ n, zk ∈ Nk(ε)}であ
るときをいう．このとき，N(ε)を εネットという．バ
ナッハ空間 V では，次の同値関係が成り立つ．
　　 S ⊂ V は相対コンパクト⇔ S は全有界である．

　「４」差分方程式の解の漸近挙動性
　差分方程式

x(n+ 1) = f(n, x(n)) (n = 0, 1, 2, · · · ) (2.3)

と初期条件

x(n0) = ξ （n0 ∈ Z+， ξ ∈ Rm） (2.4)

からなる初期値問題 ((2.3),(2.4)) を考える．関数
f(n, x) : Z+ × Rm は，n ∈ Z+ を固定するごとに，
x ∈ Rm について連続とする．ここでは，差分方程式
(2.3)の解に関し，漸近挙動性の定義を述べる 6)p.133−169．

定義 2.7 （解の一様漸近安定性）式 (2.3) に関し，
f(n,0) = 0（∀n ∈ Z+）と仮定する．このとき，関
数 x = 0を，式 (2.3)のゼロ解という．
　式 (2.3) のゼロ解 x = 0 が，一様漸近安定（[UAS]，
Uniformly Asymptotically Stable）であるとは，次の
(1)，(2)が成り立つときをいう．
　 (1) 式 (2.3)のゼロ解 x = 0は一様安定（[US]，Uni-

formly Stable）であるとは，任意の微小 ε > 0 に対
し，ある正数 δ(ε) = δ < ε をとれば，任意の初期時
間 n0 ∈ Z+と任意の初期値 ξ ∈ Rm（||ξ|| < δ）に対す
る解 x(n) = x(n;n0, ξ)は，次式を満たすときをいう．
　　　　　　 ||x(n)|| < ε（n ≥ n0）
なお，解 x(n) = x(n;n0, ξ)とは，点 (n0, ξ)から出る式
(2.3)の解を意味する．
　 (2) 式 (2.3)のゼロ解 x = 0は，一様吸収的（[UA]，
Uniformly Attractive）であるとは，微小な η0 > 0が
存在し，任意の微小 ε > 0 （ε < η0）に対し，ある十
分大の整数 T = T (ε) ∈ Z+ をとれば，任意の初期時間
n0 ∈ Z+ と任意の初期値 ξ ∈ Rm（||ξ|| < η0）に対す
る解 x(n) = x(n;n0, ξ)は，次式を満たすときをいう．
　　　　　　 ||x(n)|| < ε（n ≥ n0 + T）

定義 2.8 （解の一様漸近有界性）　式 (2.3)（あるい
は式 (2.3) の解）は一様漸近有界（[UAB]，Uniformly

Asymptotically Bounded）であるとは，次の (1)，(2)

が成り立つときをいう．
　 (1)式 (2.3)は一様有界（[UB]，Uniformly Bounded）
であるとは，すなわち，任意の α > 0に対し，十分大の
β > αをとれば，任意の初期時間 n0 ∈ Z+ と任意の初
期値 ξ ∈ Rm（||ξ|| < α）に対する解 x(n) = x(n;n0, ξ)

は，次式を満たすときをいう．
　　　　　　 ||x(n)|| < β（n ≥ n0）
　 (2) 式 (2.3)は終局有界（[UUltB]，Uniformly Ulti-

mately Bounded）であるとは，あるH0 > 0が存在し，
任意のα > 0に対し，ある十分大の整数T = T (α) ∈ Z+

をとれば，任意の初期時間 n0 ∈ Z+ と任意の初期値
ξ ∈ Rm（||ξ|| < α）に対する解 x(n) = x(n;n0, ξ)は，
次式を満たすときをいう．
　　　　　　 ||x(n)|| < H0（n ≥ n0 + T）

　次の定義では，式 (2.3) の解 x(n;n0, ξ)の漸近挙動性
に関し，初期時間n0と初期値 ξの値の取り方が，n → ∞
での ||x(n)||の影響し，(n0, ξ) ∈ Z+ ×Rmが漸近挙動
性において一様性が保持されない性質を定義する．

定義 2.9 （解の漸近安定性）式 (2.3) に関し，
f(n,0) = 0（∀n ∈ Z+）と仮定する．
　式 (2.3)のゼロ解 x = 0は，漸近安定（[AS]，Asymp-

totically Stable）であるとは，次の (1)，(2) が成り立
つときをいう．
　 (1) 式 (2.3)のゼロ解 x = 0は，安定（[S]，Stable）
であるとは，任意の微小 ε > 0と初期時間 n0 ∈ Z+ に
対し，ある正数 δ = δ(ε, n0) < εをとれば，任意の初期
値 ξ ∈ Rm（||ξ|| < δ）に対する解 x(n) = x(n;n0, ξ)

は，次式を満たすときをいう．
　　　　　　 ||x(n)|| < ε（n ≥ n0）
　 (2) 式 (2.3) のゼロ解 x = 0 は，吸収的（[A]，
Attractive）であるとは，微小な η0 > 0が存在し，任
意の微小 ε > 0 （ε < η0）に対し，任意の初期時間
n0 ∈ Z+に対し，ある十分大の整数 T = T (ε, n0) ∈ Z+

をとれば，任意の初期値 ξ ∈ Rm（||ξ|| < η0）に対する
解 x(n) = x(n;n0, ξ)は，次式を満たすときをいう．
　　　　　　 ||x(n)|| < ε（n ≥ n0 + T）

定義 2.10 式 (2.3) は，同程度終局有界（[EUltB]，
Equi-ultimately Bounded）であるとは，ある正数X0 >

0が存在し，任意の初期時間 n0 > 0と任意の α > 0に
対し，ある十分大の経緯時間 T = T (n0, α) > α を経
れば，任意の初期値 ξ ∈ Rm （||ξ|| < α）に対し，解
x(n) = x(n;n0, ξ)は，次式を満たすときをいう.

　　　　　　 ||x(n)|| < X0（n ≥ n0 + T）

　「５」差分方程式と不動点定理
　式 (2.3) の解を x(n) = x(n;n0, ξ) を考える．M >

0，バナッハ空間 ℓ∞ = {x = (x(p)) : p ∈ Z+,
（    ）51

不動点定理による方程式の定性解析Ⅲ 100



supp≥0 |x(p)| < ∞}，のノルム ||x|| = supp≥0 |x(p)|，
初期条件 (2.4)の初期時間を n0 ∈ Z+，ξ ∈ Rm とし，
問題 ((2.3),(2.4))の解候補として，次の集合を定める．
　　SM (n0) = {x = (x(n0), x(n0+1), x(n0+2), · · · ) ∈
ℓ∞ : x(n0) = ξ, |x(k)| ≤ M(k ≥ n0)}
また，写像 V : SM (n0) → ℓ∞ は，次式で定める．
　V(x) = (x(n0), f(n0, x(n0)), f(n0+1, x(n0+1)), · · · )
= (ξ, f(n0, ξ), f(n0 + 1, x(n0 + 1)), · · · )
もし，(i) V(SM (n0)) ⊂ SM (n0)；
　 (ii) 写像 V は SM (n0) 上で連続，すなわち，||yn −
y0|| → 0（yn, y0 ∈ SM (n0)）のとき，||V(yn)−V(y0)|| →
0が成り立つ；
　 (iii) 集合 SM (n0)は閉凸；
　 (iv) 集合 SM (n0)はコンパクト
ならば，Schauder の不動点定理が応用され，不動点
z ∈ SM (n0)が存在し，z = V(z)
⇔ (ξ, z(n0 + 1), z(n0 + 2), . . . )

　 = (z(n0), f(n0, z(n0)), f(n0 + 1, z(n0 + 1)), · · · )
⇔ zは，問題 ((2.3),(2.4))の解
を得る．

　本研究において，周期的差分方程式は同程度終局有界
性を満たせば，不動点定理の応用により周期解が存在す
ることを議論する．この内容は常微分方程式と同様であ
る 11) p.158．また，修正ニコルソン・ベイリーモデルに
つき，不動点定理の応用により周期解の一様漸近安定性
の十分条件を与える．

3. 不動点定理による差分方程式の定性解析

例 3.1では，ヒルベルト空間 ℓ2の解に関し，ノルムを
　　　 ||x||2 = ||(xk)||2 =

√∑∞
k=1 |xk|2

として，予想 3.3 と例 3.4ではバナッハ空間 ℓ1 の解に
関し，ノルムを
　　　 ||x||1 = ||(xk)||1 =

∑∞
k=1 |xk|

として，漸近挙動性を議論する．予想 3.5では，ノルム
||x||∞ = ||(xk)||∞ = supk |xk| である．

例 3.1 1元線形差分方程式の摂動系

x(n+ 1) = a(n)x(n) + f(n, x(n)) (3.5)

（n ∈ Z+, x(n) ∈ R）

は，次の条件 (1) - (4)を満たすとする．
　 (1) 正数 r < 1が存在し，関数 a : Z+ → Rは次式を
満たす．

　　　　　　 |a(n)| ≤ r <
1√
2
（n ∈ Z+）

　 (2) 集合 J1 = {x ∈ R : |x| ≤ 1}と L > 0に対し，次
式が成り立つ．
　　　　　　　 |f(n, x)| ≤ L|x|（n ∈ Z+，x ∈ J1）
　 (3) ある正数 L1 につき，次式が成り立つ．

　　　 |f(n, y1)− f(n, y2)| ≤ L1|y1 − y2|
　　　（n ∈ Z+，yi ∈ J1，i = 1, 2）
　 (4) 定数 ρ1 = r+L < 1と η0 < 1は，次式を満たす．
　　　　 η0√

1−ρ2
1

< 1

　このとき，線形差分摂動系 (3.5)のゼロ解 x = 0 ∈ R

は漸近安定 [AS]である．
　証明　ヒルベルト空間 ℓ2 内の S1 ⊂ ℓ2 は，次式で定
められる．
　　　　 S1 = {y = (y(k)) ∈ ℓ2：
　　　　　 k ∈ Z+，条件 (ア) - (エ)が満たされる }．
　　 (ア) y(0) = ξ，y(k) ∈ R（k ∈ Z+）．
　　 (イ) (

√
1− ρ21)

−1|ξ| ≤ η0．
　　 (ウ) |y(k + 1)| ≤ ρk+1

1 |ξ|（k ∈ Z+）．
　　 (エ) ||y||2 ≤ η0√

1−ρ2
1

．

閉集合 S1は ℓ2において，コンパクト集合である．実際，
十分大の整数K0 ∈ N をとれば，|y(k)| ≤ 1

k （k ≥ K0）
である．ヒルベルト立方体
　　H0 = {x = (x(k)) ∈ ℓ2 : k ∈ Z+，|x(k)| ≤ 1

k}
と同様にして，S1 ⊂ ℓ2 はコンパクトである．
　閉集合 S1は，凸である．実際，y, z ∈ S1，0 ≤ λ ≤ 1

のとき，w = (1− λ)y + λz ∈ S1 であるから．
　任意の ξ ∈ R（ただし |ξ| 1√

1−ρ2
1

≤ η0）と任意の y =

(y(k)) ∈ S1（ただし y(0) = ξ）として，次の１元線形
非斉次差分方程式

x(n+ 1) = a(n)x(n) + f(n, y(n)) (3.6)

を考える．
　写像 V : S1 → U(S1)は，線形差分方程式 (3.6)の解
xy = (xy(0), xy(1), xy(2), · · · )
= (ξ, a(0)ξ + f(0, ξ), a(1)xy(1) + f(1, xy(1)), · · · )と定
め，V(y) = xy，[V(y)](k) = xy(k)（k ∈ Z+）とおく．
　写像 Vは V(S1) ⊂ S1を満たす．実際，xy(0) = ξ（な
お |ξ|/

√
1− ρ21 ≤ η0）として，

　　 |xy(1)| ≤ |a(0)||ξ|+ |f(0, ξ)| ≤ (r + L)|ξ| ≤ ρ，
　　 |xy(2)| ≤ |a(1)||xy(1)|+ |f(1, y(1))|
≤ r|xy(1)|+ L|y(1)|
≤ rρ1|ξ|+ Lρ1|ξ| ≤ ρ1(r + L)|ξ| = ρ21|ξ|．
同様に，|xy(3)| ≤ r|xy(2)|+ Lρ21|ξ|
≤ (r + L)ρ21|ξ| = ρ31|ξ|．
数学的帰納法より，|xy(k+1)| ≤ ρk+1

1 |ξ|（k ≥ 0）．よっ
て，||xy||2 = |ξ|(

∑∞
k=0 ρ

2k
1 )1/2 = |ξ|/

√
1− ρ21 ≤ η0．

　写像 V : S1 → S1 は連続である．実際， lim
p→∞

yp =

y0(in ℓ2)として，
　　 V(yp) = vp = (vp(k))，V(y0) = v0 = (v0(k))

（k ∈ Z+）とおく．vp(k+1) = a(k)vp(k)+f(k, yp(k))

であり，初期条件は vp(k) = y(k) とする（k ∈ Z+，
y(0) = ξ）．{vp(k + 1)− v0(k + 1)}2

= {a(k)(vp(k)− v0(k)) + f(k, yp(k))− f(k, y0(k))}2

≤ a(k)2{vp(k)− v0(k)}2
（    ）52
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supp≥0 |x(p)| < ∞}，のノルム ||x|| = supp≥0 |x(p)|，
初期条件 (2.4)の初期時間を n0 ∈ Z+，ξ ∈ Rm とし，
問題 ((2.3),(2.4))の解候補として，次の集合を定める．
　　SM (n0) = {x = (x(n0), x(n0+1), x(n0+2), · · · ) ∈
ℓ∞ : x(n0) = ξ, |x(k)| ≤ M(k ≥ n0)}
また，写像 V : SM (n0) → ℓ∞ は，次式で定める．
　V(x) = (x(n0), f(n0, x(n0)), f(n0+1, x(n0+1)), · · · )
= (ξ, f(n0, ξ), f(n0 + 1, x(n0 + 1)), · · · )
もし，(i) V(SM (n0)) ⊂ SM (n0)；
　 (ii) 写像 V は SM (n0) 上で連続，すなわち，||yn −
y0|| → 0（yn, y0 ∈ SM (n0)）のとき，||V(yn)−V(y0)|| →
0が成り立つ；
　 (iii) 集合 SM (n0)は閉凸；
　 (iv) 集合 SM (n0)はコンパクト
ならば，Schauder の不動点定理が応用され，不動点
z ∈ SM (n0)が存在し，z = V(z)
⇔ (ξ, z(n0 + 1), z(n0 + 2), . . . )

　 = (z(n0), f(n0, z(n0)), f(n0 + 1, z(n0 + 1)), · · · )
⇔ zは，問題 ((2.3),(2.4))の解
を得る．

　本研究において，周期的差分方程式は同程度終局有界
性を満たせば，不動点定理の応用により周期解が存在す
ることを議論する．この内容は常微分方程式と同様であ
る 11) p.158．また，修正ニコルソン・ベイリーモデルに
つき，不動点定理の応用により周期解の一様漸近安定性
の十分条件を与える．

3. 不動点定理による差分方程式の定性解析

例 3.1では，ヒルベルト空間 ℓ2の解に関し，ノルムを
　　　 ||x||2 = ||(xk)||2 =

√∑∞
k=1 |xk|2

として，予想 3.3 と例 3.4ではバナッハ空間 ℓ1 の解に
関し，ノルムを
　　　 ||x||1 = ||(xk)||1 =

∑∞
k=1 |xk|

として，漸近挙動性を議論する．予想 3.5では，ノルム
||x||∞ = ||(xk)||∞ = supk |xk| である．

例 3.1 1元線形差分方程式の摂動系

x(n+ 1) = a(n)x(n) + f(n, x(n)) (3.5)

（n ∈ Z+, x(n) ∈ R）

は，次の条件 (1) - (4)を満たすとする．
　 (1) 正数 r < 1が存在し，関数 a : Z+ → Rは次式を
満たす．

　　　　　　 |a(n)| ≤ r <
1√
2
（n ∈ Z+）

　 (2) 集合 J1 = {x ∈ R : |x| ≤ 1}と L > 0に対し，次
式が成り立つ．
　　　　　　　 |f(n, x)| ≤ L|x|（n ∈ Z+，x ∈ J1）
　 (3) ある正数 L1 につき，次式が成り立つ．

　　　 |f(n, y1)− f(n, y2)| ≤ L1|y1 − y2|
　　　（n ∈ Z+，yi ∈ J1，i = 1, 2）
　 (4) 定数 ρ1 = r+L < 1と η0 < 1は，次式を満たす．
　　　　 η0√

1−ρ2
1

< 1

　このとき，線形差分摂動系 (3.5)のゼロ解 x = 0 ∈ R

は漸近安定 [AS]である．
　証明　ヒルベルト空間 ℓ2 内の S1 ⊂ ℓ2 は，次式で定
められる．
　　　　 S1 = {y = (y(k)) ∈ ℓ2：
　　　　　 k ∈ Z+，条件 (ア) - (エ)が満たされる }．
　　 (ア) y(0) = ξ，y(k) ∈ R（k ∈ Z+）．
　　 (イ) (

√
1− ρ21)

−1|ξ| ≤ η0．
　　 (ウ) |y(k + 1)| ≤ ρk+1

1 |ξ|（k ∈ Z+）．
　　 (エ) ||y||2 ≤ η0√

1−ρ2
1

．

閉集合 S1は ℓ2において，コンパクト集合である．実際，
十分大の整数K0 ∈ N をとれば，|y(k)| ≤ 1

k （k ≥ K0）
である．ヒルベルト立方体
　　H0 = {x = (x(k)) ∈ ℓ2 : k ∈ Z+，|x(k)| ≤ 1

k}
と同様にして，S1 ⊂ ℓ2 はコンパクトである．
　閉集合 S1は，凸である．実際，y, z ∈ S1，0 ≤ λ ≤ 1

のとき，w = (1− λ)y + λz ∈ S1 であるから．
　任意の ξ ∈ R（ただし |ξ| 1√

1−ρ2
1

≤ η0）と任意の y =

(y(k)) ∈ S1（ただし y(0) = ξ）として，次の１元線形
非斉次差分方程式

x(n+ 1) = a(n)x(n) + f(n, y(n)) (3.6)

を考える．
　写像 V : S1 → U(S1)は，線形差分方程式 (3.6)の解
xy = (xy(0), xy(1), xy(2), · · · )
= (ξ, a(0)ξ + f(0, ξ), a(1)xy(1) + f(1, xy(1)), · · · )と定
め，V(y) = xy，[V(y)](k) = xy(k)（k ∈ Z+）とおく．
　写像 Vは V(S1) ⊂ S1を満たす．実際，xy(0) = ξ（な
お |ξ|/

√
1− ρ21 ≤ η0）として，

　　 |xy(1)| ≤ |a(0)||ξ|+ |f(0, ξ)| ≤ (r + L)|ξ| ≤ ρ，
　　 |xy(2)| ≤ |a(1)||xy(1)|+ |f(1, y(1))|
≤ r|xy(1)|+ L|y(1)|
≤ rρ1|ξ|+ Lρ1|ξ| ≤ ρ1(r + L)|ξ| = ρ21|ξ|．
同様に，|xy(3)| ≤ r|xy(2)|+ Lρ21|ξ|
≤ (r + L)ρ21|ξ| = ρ31|ξ|．
数学的帰納法より，|xy(k+1)| ≤ ρk+1

1 |ξ|（k ≥ 0）．よっ
て，||xy||2 = |ξ|(

∑∞
k=0 ρ

2k
1 )1/2 = |ξ|/

√
1− ρ21 ≤ η0．

　写像 V : S1 → S1 は連続である．実際， lim
p→∞

yp =

y0(in ℓ2)として，
　　 V(yp) = vp = (vp(k))，V(y0) = v0 = (v0(k))

（k ∈ Z+）とおく．vp(k+1) = a(k)vp(k)+f(k, yp(k))

であり，初期条件は vp(k) = y(k) とする（k ∈ Z+，
y(0) = ξ）．{vp(k + 1)− v0(k + 1)}2

= {a(k)(vp(k)− v0(k)) + f(k, yp(k))− f(k, y0(k))}2

≤ a(k)2{vp(k)− v0(k)}2

　　+ 2|a(k)||vp(k)− v0(k)||f(k, yp(k))− f(k, y0(k))|
+ {f(k, yp(k))− f(k, y0(k))}2

≤ r2|vp(k) − v0(k)|2 + 2rL1|vp(k) − v0(k)||yp(k) −
y0(k)|+ L2

1|yp(k)− y0(k)|2

≤ 2r2|vp(k)− v0(k)|2 + 2L2
1|yp(k)− y0(k)|2 で，

総和をとると，||V(yp)− V(y0)||2
≤ 2r2||V(yp)− V(y0)||22 + 2L2

1||yp − y0||22 から，
(1 − 2r2)||V(yp) − V(y0)||22 ≤ 2L2

1||yp − y0||22．よって，
lim

yp→y0

||V(yp)− V(y0)||2 = 0である．

　したがって，Schauderの不動点定理により，
　「ある y ∈ S1 は V(y) = y」
⇔ 「[V(y)](k) = y(k)（k ∈ Z+）」⇔「V(y) = yy」
(ξ, yy(1), yy(2), · · · ) = (y(0), y(1), y(2), · · · )」
⇔ (ξ, a(0)ξ + f(0, ξ), a(1)y(1) + f(1, y(1)), · · · )
　 = (y(0), y(1), y(2), · · · )．
y ∈ S1 は，式 (3.5)の解である．
　不等式 |y(n)| ≤ ρn1 |ξ|より，ゼロ解は安定 [S]，かつ吸
収的 [A]より，漸近安定 [AS]である．

注意 3.2 上記の V の定義域 S1 ⊂ ℓ2に関し，解（不
動点）y = V(y)には，既に吸収的 [A]等の漸近的性質
が保証されている．距離空間 ℓ2の位相ではなく，バナッ
ハ空間 ℓ∞ の位相等で考察すると，解の一様有界性や，
有界性などの新たな解析が可能であろう．

　例 3.1では．式 (3.5)のゼロ解に関する漸近安定性 [AS]

を示しているが，一様漸近安定性 [UAS]が成り立つこ
とも予想される．

予想 3.3 上記の例 3.1に関し，同様な前提条件よりゼ
ロ解 x = 0は一様漸近安定 [UAS]であると，予想され
る．
　証明方針　正数 η0 < 1とする．任意に n0 ∈ Z+を固
定する．集合
　 S2(n0) = {y = (y(n0), y(n0 + 1), · · · ) ∈ ℓ1：
　　 k ≥ n0 のとき y(k) ∈ R，|y(k)| ≤ η0，|y(k)| ≤ ρk1 ,

　　　 ||y||1 ≤ η0

1−ρ1
, y(n0) = ξ}

とする．y = (ξ, y(n0+1), · · · )∈ S2(n0)に対し，非線形
差分方程式
　　　　　 x(n+ 1) = a(n)x(n) + f(n, y(n))

の解 xy(n) = xy(n;n0, ξ)を用いて，写像 V : S2(n0) →
ℓ1 は V(y) = xy（[V(y)](n) = xy(n)，n ≥ n0）と定義
する．次の結論 (I) - (IV)の成立が予想される．
　 (I) |xy(n)| ≤ ρn1（n ≥ n0 + 1），xy(n0) = ξ

（(1− ρ1)
−1|ξ| ≤ η0）．

　 (II) V(S2(n0)) ⊂ S2(n0)．
　 (III) V は S2(n0)上で連続．
　 (IV) ゼロ解は一様漸近安定 [UAS]．
以上を証明すればよい．

　例 3.1の前提条件を替えて，関数列

　　 x = (x(0), x(1), · · · ) （x(k) ∈ R，k ∈ Z+）
は，式 (3.5)の解であり，x ∈ ℓ1で，次の例ではそのゼ
ロ解は漸近安定 [AS]を得る．n, k ∈ Z+ は同じ役割を
果たす．

例 3.4 線形差分方程式の摂動系 (3.5) では，次の条
件 (1) - (5)を満たすとする．
　 (1) 関数 a : Z+ → Rは |a(n)| ≤ r < 1（n ∈ Z+）．
　 (2) 関数 f : Z+ × J1 → R（J1 = {x ∈ R : |x| ≤ 1}）
に関し，定数 L > 0が存在し，次式が成り立つ．
　　　　　 |f(n, x)| ≤ L|x|（n ∈ Z+，x ∈ J1）．
　 (3) ある正数 L1 が存在し，次式が成り立つ．
　　　　 |f(n, y1)− f(n, y2)| ≤ L1|y1 − y2|
　　（n ∈ Z+，yi ∈ J1，1 ≤ i ≤ 2）．
　 (4) ρ1 = r + L < 1．
　 (5) 正数 η0 < 1は η0

1−ρ1
< 1を満たす．

　このとき，線形差分摂動系 (3.5)のゼロ解 x = 0 ∈ R

は漸近安定 [AS]である．
　証明　線形空間 ℓ1 内の S1 ⊂ ℓ1 は，次式で定められ
る．
　　　　 S1 = {y = (y(k)) ∈ ℓ1：
　　 k ∈ Z+ として，条件 (ア) - (エ)が満たされる }.
n ∈ Z+ として，
　　 (ア) y(0) = ξ, y(k) ∈ R（k ∈ Z+），
　　 (イ) (1− ρ1)

−1|ξ| ≤ η0，
　　 (ウ) |y(k + 1)| ≤ ρk+1

1 |ξ|（k ∈ Z+），
　　 (エ) ||y||1 ≤ η0

1−ρ1
．

十分大の整数N1 ∈ Z+をとれば，ある正数 a > 1に対し
ρk1 ≤ 1

ka（k ≥ N1）が成り立つ．実際，g(k) = ρ1
kkaと

おく．log g(k) = k log ρ1+a log k = k(log ρ1+a log k
k ) →

−∞ （k → ∞）より，ρk1 < 1
ka（k ≥ N1）．

閉集合 S1 ⊂ ℓ1 は，コンパクト集合である．閉集合 S1

は凸である．任意の ξ ∈ R（|ξ| 1
1−ρ1

≤ η0）と任意の
y = (y(n)) ∈ S1 （y(0) = ξ）として，次の線形非斉次
式を考える．

x(n+ 1) = a(n)x(n) + f(n, y(n)) (3.7)

　 (I) 写像 V : S1 → V(S1)は，線形差分方程式 (3.6)の
解 xy = (xy(0), xy(1), xy(2), · · · ) として，V(y) = xy，
ただし [V(y)](n) = xy(n)（n ∈ Z+）と表す．
　 (II)写像 Vは V(S1) ⊂ S1を満たす．実際，xy(0) = ξ

（(1 − ρ1)
−1|ξ| ≤ η0）として，|xy(1)| ≤ |a(0)||ξ| +

|f(0, ξ)| ≤ (r + L)|ξ| ≤ ρ1|ξ|，数学的帰納法より，
|xy(k + 1)| ≤ ρk+1

1 |ξ|（n ≥ 0）．よって，||xy||1 =

|ξ|
∑∞

k=0 ρ
k
1 = |ξ| 1

1−ρ1
≤ η0．

　 (III) 写像 V : S1 → S1 は連続である．実際，
lim
p→∞

yp = y0(∈ ℓ1)として，V(yp) = vp，V(y0) = v0と

おく．vp(k+1) = a(k)vp(k)+f(k, yp(k))であり，初期条
件は vp(0) = ξとする（p ∈ Z+）．|vp(k+1)−v0(k+1)|
≤ |a(k)(vp(k)− v0(k))|+ |f(k, yp(k))− f(k, y0(k))|
≤ r|vp(k)− v0(k)|+ L1|yp(k)− y0(n)|，総和をとると
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(1 − r)||V(vp) − V(v0)||1 ≤ L1||yp − y0||1．よって，
lim

yp→y0

||V(yp)− V(y0)||1 = 0．

　 (IV) Schauder の不動点定理の応用：上記 (I) -

(III) から，Schauder の不動点定理により，ある y ∈
S1 は V(y) = y ⇔ (ξ, a(0)ξ + f(0, ξ), a(1)y(1) +

f(1, y(1)), · · · ) = (y(0), y(1), y(2), · · · ) から，y ∈ S1

は，式 (3.5)の解である．
　 (V) 漸近安定性：(I)から，|y(k)| ≤ ρk1 |ξ|よりゼロ解
は安定 [S]，かつ吸収的 [A]より，漸近安定 [AS]である．

　例 3.1の証明と同様にして，m元準線形系 (3.8)に関
し，一様漸近有界 [UAB]が証明されることが予想され
る．解はバナッハ空間 ℓ∞（ノルム ||x||∞）において，考
察する．

x(n+ 1) = A(n, x(n))x(n) + F (n, x(n)) (3.8)

(n ∈ Z+, x ∈ Rm, F (n, x) ∈ Rm,行列 A : m×m)

予想 3.5 準線形系 (3.8)に関し条件 (1) - (4)が成り立
つとき，ゼロ解は一様漸近有界 [UAB]であると，予想
される．
　 (1) ある関数 c : Z+ → R+ とある自然数 ν0 に対し，
任意の r > 0につき，次式 (1a), (1b) が成り立つ．||y||
は，y ∈ Rm のユークリッド・ノルムとする．
　　　 (1a) yTA(k, y)TA(k, y)y ≤ c(k)2||y||2

（k ≥ ν0，||y|| ≤ r）；
　　　 (1b) ||A(k, y)F (k, y)|| ≤ c(k)||y||
（k ≥ ν0，||y|| ≤ r）．　
記号 T は転置を意味する．
　 (2) ある関数 φ : Z+ → R+ は，次式を満たす．
　　　 ||F (k, y)|| ≤ φ(k)||y||（k ∈ Z+）
　 (3) ある定数M1 > 0は，次式を満たす．
　　　 Πn

k=0(c(k) + φ(k)) ≤ M1（n ∈ Z+）
　 (4) ある定数M2 > 0と自然数 T0 ∈ N が存在し，任
意の n, n0 ∈ Z+（n ≥ n0 + T0 ≥ 0）について，次式が
成り立つ．
　　　 Πn

k=n0
(c(k) + φ(k)) ≤ M2

　このとき，準線形系 (3.8)は一様漸近有界 [UAB]であ
る．
　証明方針　任意の α > 0に対し，十分大の β > αと
し, 初期時間 n0 ∈ Z+ と初期値 ξ ∈ Rm（||ξ|| < α）を
任意に固定し，次の集合
　 S3 = {y = (y(n0), y(n0 + 1), · · · ) : y(n0) =

ξ, sup
k≥n0

|y(k)| ≤ β} ⊂ ℓ∞

は ℓ∞においてコンパクトである（定義 2.4や，定理 2.5，
定理 2.6を用いる）．y ∈ S3に対し，非斉次線形差分方
程式
　　　 x(k + 1) = A(k, y(k))x(k) + F (k, y(k))

（k ≥ n0）．を考える．写像 V : S3 → ℓ∞ は V(y) =

xy ∈ ℓ∞かつ xy(k+1) = A(k, y(k))xy(k) +F (k, y(k))

（k ≥ n0）と定義し，V は中への写像を示す．V の連続

性，S3は凸集合を示し，Schauderの不動点定理を用い
る．
　条件 (3)から，一様有界性 [UB]を示す．条件 (4)か
ら，一様終局有界性 [UUltB]を示す．

　上記 3.5の応用の 1つは，自然数 Q ≥ 2 として，Q

周期的な非線形差分方程式

x(n+ 1) = F (n, x(n)) (3.9)

の周期解の存在を与えていることである 2)p.232．

定理 3.6 式 (3.9)は，次の条件 (1)，(2)を満たすと
する．
　 (1) 自然数 Q ≥ 2として，式 (3.9)は Q周期的，す
なわち，
　　　　 F (n+Q, x) = F (n, x)

（任意の n ∈ Z+，x ∈ Rm）．仮に Q = 1のとき，式
(3.9)は自励系という．
　 (2) Q周期系 (3.9)は，同程度終局有界 [EUltB]．
　このとき，結論 (I)，(II)を得る．
　 (I) Q周期系 (3.9)は，一様終局有界 [UUltB]．
　 (II) Q周期解（集合）SQ，すなわち
　　　 SQ = {xk ∈ Rm : 0 ≤ k ≤ Q− 1,

　　　　　　　　 xk = F (n+Q, xk), n ∈ Z+}
が存在する．

注意 3.7 (i) 自励系 (Au)：x(n + 1) = F (x(n))は，
任意の Q ∈ N につき．Q周期系といえる．
　 (ii) 自励系 (Au)は同程度終局有界 [EUltB]（終局有
界 [UltB]6)p136でも可）ならば，一様終局有界 [UUltB]

である．

4. 不動点定理による平衡点と周期解の定性解析

次の修正 NB モデル（modified Nichlson-Bailey

Model）の差分方程式を考える（n ∈ Z+）．

N(n+ 1) = N(n)er{1−
N(n)
K }e−aP (n)

P (n+ 1) = N(n){1− e−aP (n)} (4.10)

上記の式は，世代 n = 0, 1, 2, · · · の，2 種個体群の昆
虫（この場合，蛾）の個体数の推移モデルを表し，N(n)

は宿主（擬寄生虫に卵を産み付けられて食される意味，
host）の，P (n)は擬寄生（寄生ではない捕食寄生虫の
意味，parasitoid）の個体数である．出生率 r > 0，2種
個体群の遭遇する経験値 a > 0，環境定数 K > 0を表
し，文献 3)p.83 では，2種個体群の遭遇に関し Possion

分布を仮定している．

注意 4.1 修正 NBモデル (4.10)は自励系で，関係
　N(n+ 1) < N(n)er(1−

N(n)
K )，P (n+ 1) < N(n)

があり，H(x) = xer(1−
x
K )（x > 0）の増減を調べると，
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(1 − r)||V(vp) − V(v0)||1 ≤ L1||yp − y0||1．よって，
lim

yp→y0

||V(yp)− V(y0)||1 = 0．

　 (IV) Schauder の不動点定理の応用：上記 (I) -

(III) から，Schauder の不動点定理により，ある y ∈
S1 は V(y) = y ⇔ (ξ, a(0)ξ + f(0, ξ), a(1)y(1) +

f(1, y(1)), · · · ) = (y(0), y(1), y(2), · · · ) から，y ∈ S1

は，式 (3.5)の解である．
　 (V) 漸近安定性：(I)から，|y(k)| ≤ ρk1 |ξ|よりゼロ解
は安定 [S]，かつ吸収的 [A]より，漸近安定 [AS]である．

　例 3.1の証明と同様にして，m元準線形系 (3.8)に関
し，一様漸近有界 [UAB]が証明されることが予想され
る．解はバナッハ空間 ℓ∞（ノルム ||x||∞）において，考
察する．

x(n+ 1) = A(n, x(n))x(n) + F (n, x(n)) (3.8)

(n ∈ Z+, x ∈ Rm, F (n, x) ∈ Rm,行列 A : m×m)

予想 3.5 準線形系 (3.8)に関し条件 (1) - (4)が成り立
つとき，ゼロ解は一様漸近有界 [UAB]であると，予想
される．
　 (1) ある関数 c : Z+ → R+ とある自然数 ν0 に対し，
任意の r > 0につき，次式 (1a), (1b) が成り立つ．||y||
は，y ∈ Rm のユークリッド・ノルムとする．
　　　 (1a) yTA(k, y)TA(k, y)y ≤ c(k)2||y||2

（k ≥ ν0，||y|| ≤ r）；
　　　 (1b) ||A(k, y)F (k, y)|| ≤ c(k)||y||
（k ≥ ν0，||y|| ≤ r）．　
記号 T は転置を意味する．
　 (2) ある関数 φ : Z+ → R+ は，次式を満たす．
　　　 ||F (k, y)|| ≤ φ(k)||y||（k ∈ Z+）
　 (3) ある定数M1 > 0は，次式を満たす．
　　　 Πn

k=0(c(k) + φ(k)) ≤ M1（n ∈ Z+）
　 (4) ある定数M2 > 0と自然数 T0 ∈ N が存在し，任
意の n, n0 ∈ Z+（n ≥ n0 + T0 ≥ 0）について，次式が
成り立つ．
　　　 Πn

k=n0
(c(k) + φ(k)) ≤ M2

　このとき，準線形系 (3.8)は一様漸近有界 [UAB]であ
る．
　証明方針　任意の α > 0に対し，十分大の β > αと
し, 初期時間 n0 ∈ Z+ と初期値 ξ ∈ Rm（||ξ|| < α）を
任意に固定し，次の集合
　 S3 = {y = (y(n0), y(n0 + 1), · · · ) : y(n0) =

ξ, sup
k≥n0

|y(k)| ≤ β} ⊂ ℓ∞

は ℓ∞においてコンパクトである（定義 2.4や，定理 2.5，
定理 2.6を用いる）．y ∈ S3に対し，非斉次線形差分方
程式
　　　 x(k + 1) = A(k, y(k))x(k) + F (k, y(k))

（k ≥ n0）．を考える．写像 V : S3 → ℓ∞ は V(y) =

xy ∈ ℓ∞かつ xy(k+1) = A(k, y(k))xy(k) +F (k, y(k))

（k ≥ n0）と定義し，V は中への写像を示す．V の連続

性，S3は凸集合を示し，Schauderの不動点定理を用い
る．
　条件 (3)から，一様有界性 [UB]を示す．条件 (4)か
ら，一様終局有界性 [UUltB]を示す．

　上記 3.5の応用の 1つは，自然数 Q ≥ 2 として，Q

周期的な非線形差分方程式

x(n+ 1) = F (n, x(n)) (3.9)

の周期解の存在を与えていることである 2)p.232．

定理 3.6 式 (3.9)は，次の条件 (1)，(2)を満たすと
する．
　 (1) 自然数 Q ≥ 2として，式 (3.9)は Q周期的，す
なわち，
　　　　 F (n+Q, x) = F (n, x)

（任意の n ∈ Z+，x ∈ Rm）．仮に Q = 1のとき，式
(3.9)は自励系という．
　 (2) Q周期系 (3.9)は，同程度終局有界 [EUltB]．
　このとき，結論 (I)，(II)を得る．
　 (I) Q周期系 (3.9)は，一様終局有界 [UUltB]．
　 (II) Q周期解（集合）SQ，すなわち
　　　 SQ = {xk ∈ Rm : 0 ≤ k ≤ Q− 1,

　　　　　　　　 xk = F (n+Q, xk), n ∈ Z+}
が存在する．

注意 3.7 (i) 自励系 (Au)：x(n + 1) = F (x(n))は，
任意の Q ∈ N につき．Q周期系といえる．
　 (ii) 自励系 (Au)は同程度終局有界 [EUltB]（終局有
界 [UltB]6)p136でも可）ならば，一様終局有界 [UUltB]

である．

4. 不動点定理による平衡点と周期解の定性解析

次の修正 NB モデル（modified Nichlson-Bailey

Model）の差分方程式を考える（n ∈ Z+）．

N(n+ 1) = N(n)er{1−
N(n)
K }e−aP (n)

P (n+ 1) = N(n){1− e−aP (n)} (4.10)

上記の式は，世代 n = 0, 1, 2, · · · の，2 種個体群の昆
虫（この場合，蛾）の個体数の推移モデルを表し，N(n)

は宿主（擬寄生虫に卵を産み付けられて食される意味，
host）の，P (n)は擬寄生（寄生ではない捕食寄生虫の
意味，parasitoid）の個体数である．出生率 r > 0，2種
個体群の遭遇する経験値 a > 0，環境定数 K > 0を表
し，文献 3)p.83 では，2種個体群の遭遇に関し Possion

分布を仮定している．

注意 4.1 修正 NBモデル (4.10)は自励系で，関係
　N(n+ 1) < N(n)er(1−

N(n)
K )，P (n+ 1) < N(n)

があり，H(x) = xer(1−
x
K )（x > 0）の増減を調べると，

　　　H(x) ≤ max
x>0

H(x) = Ker−1

r

より，式 (4.10)は終局有界 [UltB]，よって同程度終局有
界 [EUltB]，さらに一様終局有界 [UUltB]である．

　式 (4.10)の平衡点 xe = (Ne, Pe) ∈ R2
+(= R+ ×R+)

が存在することが示される．また，
　　　 f(N,P ) = Ner{1−

N
K }e−aP ,

　　　 g(N,P ) = N{1− e−aP }
とおいて，平衡点は
　　　 (Ne, Pe) = (f(Ne, Pe), g(Ne, Pe))

を満たす．平衡点 xe は写像
　　　 U(N,P ) = (f(N,P ), g(N,P )) : R2

+ → R2
+

の不動点といえる．
　式 (4.10)の平衡点 xe（周期 0の解）の一様漸近安定
性に関して述べる．xe = (Ne, Pe)は次式を満たす．
　　 1 = er{1−

Ne
K }e−aPe , Pe = Ne{1− e−aPe}．

平衡点 xeのヤコビ行列は x = (N,P )として，次式の通
り：

　　 ∂U
∂x (xe) =

(
1− rNe

K −aNe

1− e−aPe aNee
−aPe

)
．

また，t = tr(∂U∂x (xe))（トレース，跡），d = det(∂U∂x (xe))

（行列式）とおく．

定義 4.2 式 (4.10)の平衡点xeは一様漸近安定 [UAS]

であるとは，次の (1), (2)が成り立つときをいう．
　 (1)平衡点xeが一様安定 [US]とは，定義2.9(1)に類似
して異なるが，∀ε > 0，∃δ = δ(ε) ∈ (0, ε)，∀n0 ∈ Z+，
∀n(≥ n0) ∈ Z+，∀ξ ∈ Rm（||ξ|| < δ）に関し，解
x(n) = x(n;n0, ξ)は ||x(n) − xe|| < ε（n ≥ n0）を満
たすことである．
　 (2)平衡点 xeが一様吸収的 [UA]とは，定義 2.9(2)に
類似して異なるが，∃η0 > 0，∀ε > 0，∃T = T (ε) ∈ N，
∀n0 ∈ Z+，∀n(≥ n0+T ) ∈ Z+，∀ξ ∈ Rm（||ξ|| < η0），
解 x(n) = x(n;n0, ξ)は，||x(n)−xe|| < ε（n ≥ T +n0）
を満たすことである．
　次の定理 3)p.57 が，得られている．

定理 4.3 （平衡点 xeの一様漸近安定性）修正NBモ
デル (4.10)の平衡点 xeに関し，次の結論 (I)，(II)が成
り立つ．
　 (I) ヤコビ行列 ∂U

∂x (xe)の固有値 λiが，|λi| < 1（i =

1, 2）を満たすことは，次の不等式が成り立つことと必
要十分である．
　　　　　 |t| < d+1 < 2　　　　　　　　　　　 (＊)

　 (II)不等式 (＊)が成り立つとき，平衡点xe = (Ne, Pe)

は，一様漸近安定 [UAS]である．

注意 4.4 (i)定理 4.3は平衡点 xeの漸近安定性は，局
所的（初期値 ξは xe の近傍に含まれる）であるが，特
に 0 < r < 1の下，大域的吸収性も証明される 6)p.171．
　 (ii) 式 (4.10)において，条件 r > 1の下，平衡点 xe

は吸収性を示すシミュレーション結果もある 3)p.84．

　整数Q > 0として，周期解（集合）SQにつき，次の
関係が成り立つ．
　 z ∈ SQ

⇔ zは，Q回合成写像 UQ : R2
+ → R2

+ の平衡点．

定義 4.5 集合の周期解 SQ と点 ξ ∈ Rm との距離を
次に定める．||ξ||を ξ ∈ Rmのユークリッド・ノルムと
する．
　　　 ρ(SQ, ξ) = inf{||z − ξ|| : z ∈ SQ}

定義 4.6 Q周期解 SQが一様漸近安定 [UAS]である
とは，次の性質 (1)，(2)が成り立つときをいう．
　 (1) Q周期解 SQは一様安定 [US]，すなわち，任意の
微小 ε > 0に対し，ある正数 δ(ε) = δ < εが存在し，任
意の n0 ∈ Z+ と任意の ξ ∈ Rm（ρ(SQ, ξ) < δ）につ
き，解 x(n) = x(n;n0, ξ)は次式を満たす．
　　　　 ρ(SQ, x(n)) < ε（n ≥ n0）
　 (2) Q周期解 SQ は一様吸収的 [UA]，すなわち，あ
る微小な η0 > 0が存在し，任意の微小な正数 ε < η0に
対し，ある大の時間経緯整数 T = T (ε) ∈ Z+が存在し，
任意の n0 ∈ Z+ と任意の ξ ∈ Rm（ρ(SQ, ξ) < η0）に
つき，解 x(n) = x(n;n0, ξ)は次式を満たす．
　　　　 ρ(SQ, x(n)) < ε（n ≥ n0 + T）

　次の例 6)p.175 では，Q周期解 SQ の存在とその一様
漸近安定性 [UAS]を与えている．

例 4.7 （周期解 SQ の存在と一様漸近安定性）修正
NBモデル (4.10)に関し，写像 U : R2 → R2 について
Q回合成写像 UQ = Gとおく．ある正数 r1 < 1は，次
の条件 (1) - (3)を満たすとする．また，x ∈ Rmのノル
ム ||x|| に対し，行列ノルム ||∂G∂x || = sup||x||=1 ||∂G∂x x||
とする．
　 (1) ある点 x0 ∈ R2

+ のヤコビ行列に関し，
||∂G∂x (x0)|| < r1 < 1とする．　　　　　　　
　 (2) (1)の x0 とある d > 0に対し Bd = {x ∈ R2

+ :

||x− x0|| ≤ d}とおき，任意の点 y ∈ Bd のヤコビ行列

に関し，||∂G
∂x

(y)|| < r1 とする．

　 (3) c = ||G(x0)− x0||は，c ≤ d(1− r1)を満たす．
　このとき，結論 (I)，(II)を得る．
　 (I) 唯一の点 a ∈ Bdが存在し，次のQ周期解が存在
する．
　　　　　　 SQ = {U j(a) ∈ R2

+ : 0 ≤ j ≤ Q− 1}．　
　 (II) Q周期解 SQ は，漸近安定（[AS]）である．
　証明方針　 (I) SQ の存在・一意性の証明には，写
像 G : Bd → R2

+ に対し，縮小写像の原理を用いる．
G(x) ∈ Bd（x ∈ Bd）を示す．実際，テイラー展開か
ら，c = x0 + t(x− x0), 0 < t < 1として，
||G(x) − G(x0)||2 = ||∂G∂x (c)(x − x0)||2 ≤
max{||∂G∂x (y)(x − y)||2 : x, y ∈ Bd} ≤ (dr1)

2．ま
た，||G(x)− x0|| ≤ ||G(x)−G(x0)||+ ||G(x0)− x0|| ≤
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dr1 + c ≤ dから，G(x) ∈ Bdより，写像Gは中への写
像となる．
　次に G : Bd → Bd は縮小写像であることを示す．
x, y ∈ Bdのとき，c1 = y+ t1(x− y) ∈ Bd（0 < t < 1）
として，||G(x)−G(y)|| = ||∂G∂x (c1)(x−y)|| = r1||x−y||
を得る．よって，Bd において，G の不動点 a ∈ Bd：
a = G(a)は唯一に存在する．
　　 (II) G の不動点 a のヤコビ行列 A = ∂G

∂x (a)

の固有値 λ ∈ C に関し，||∂G∂x (a)|| < r1 から，そ
の |λ| ≤ ||∂G∂x (a)|| < r1 < 1．実際，任意の固有
値 λ ∈ C とその固有ベクトル xλ ∈ C2 につき，
||Axλ||2 = ||λxλ||2 = |λ|2||xλ||2．また任意の x ∈ C2

につき，||Ax||2 ≤ ||A||2||x||2より，|λ| ≤ ||A||．従って，
|λ| ≤ r1 < 1．定理 4.3から，|tr(A)| < det(A) + 1 < 2

が成り立つ．よって，Q周期解 SQは，[AS]となる．実
際，整数 0 ≤ q ≤ Q− 1に対し，L = maxq ||∂U

q

∂x (Bd)||
とし，次のように示される．
　安定性 ([S])：写像Gの任意の固有値 λ：|λ| < r1 < 1

から，任意の正数 ε < dに対し，正数 L < ε/δとする．
初期値 ξ ∈ SQ：ρ(ξ,SQ) < δをとれば，ある点 a1 ∈ Bd

と整数 j(ξ)：0 ≤ j(ξ) ≤ Q− 1が存在し，a1 = U j(a)，
かつ d(ξ,SQ) = ||ξ − a1|| < δ が成り立つ．このと
き，n = Qk + q（k ∈ Z+，0 ≤ q ≤ Q − 1）より，
||Un(ξ)−Uq(a1)|| = ||UQk(Uq(ξ))−UQk((Uq(a1)))|| ≤
||Gk||||∂U

q

∂x (x1)(ξ−a1)||（ここで x1 = a1+ t(ξ−a1) ∈
Bd, 0 < t < 1）≤ rk1Lδ < Lδ < ε（n ≥ 0）より，
ρ(Un(ξ),SQ) < ε （n ≥ 0）を得る．
　吸収性 ([A])：0 < η0 = d として，ξ ∈ Bd のとき
a2 = U j(a) ∈ Bd：ρ(ξ,SQ) = ||ξ − a2||，かつ j ∈ Z+：
0 ≤ j ≤ Q − 1とする．T1 = Qk ∈ N（k ∈ N）とお
き，n = Qk + q（k ∈ Z+，0 ≤ q ≤ Q − 1）として，
||Un(ξ)−Un(a2)|| = ||UQk(Uq(ξ))−UQk((Uq(a2)))|| ≤
rk1L||ξ − a2|| ≤ rk1L2d < ε（正数 ε < 1，ε/(2Ld) < 1）
とする．整数 k ≥ log( ε

2Ld )

log(r1)
であれば，[A]が成り立つ．

5. おわりに

本研究では n = 0, 1, 2, · · · として，1元線形差分摂動
系
　　 x(n+ 1) = a(n)x(n) + f(n, x(n))

（f(n, 0) = 0 ∈ R）のゼロ解の漸近安定性 [AS]に関し，
ヒルベルト空間 ℓ2，バナッハ空間 ℓ1 における十分条件
を吟味した．次に，m元準線形差分摂動系
　　 x(n+ 1) = A(n, x(n))x(n) + F (n, x(n))

（行列 A(n, x) : m×m）の解の一様漸近有界性 [UAB]

に関し，バナッハ空間 ℓ∞における十分条件について議
論した．最後に，修正ニコルソン・ベイリーモデル
　　N(n+ 1) = N(n)er{1−

N(n)
K }e−aP (n)

　　 P (n+ 1) = N(n){1− e−aP (n)}
((N,P )) ∈ R2

+について，周期解の集合が存在し，かつ

漸近安定 [AS]であるための十分条件を与えた．
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