
k(n) = max
t∈Jn

max
||x||≤ε

||A(t, x)||ε+max
t∈Jn

max
||x||≤ε

||F (t, x)||，

S(n) = {y ∈ C(Jn) : f は条件 (ア) - (ウ)を満たす }．
　　 (ア) y(τ) = ξ．
　　 (イ) ||y(t)|| ≤ ε（t ∈ Jn）．
　　 (ウ) ||y(t1)−y(t2)|| ≤ k(n)|t1− t2|（t1, t2 ∈ Jn）．
このとき，S(n) ⊂ C(Jn) は一様有界，閉集合であ
る．任意の y ∈ S(n) に対する非斉次線形微分方程式
x′(t) = A(t, y(t))x(t) + F (t, y(t))の一意解を xy とし，
写像 V : S(n) → S(n) を V(y) = xy と定める．写像
V に対し，Schauderの不動点定理を用いると，不動点
z ∈ S(n)を得る．さらに，n → ∞として，一様安定性
[US]を得る．一様吸収性 [UA]の証明に関しては，
x′(t) = B(t)x(t) + (A(t, x(t))−B(t))x(t) + F (t, x(t))

に対し，Gronwallの不等式を用いる．

5 おわりに

本報告では，まず常微分方程式の境界値問題
　　 x′′(t) = f(t, x(t), x′(t)), x(0) = 0 = x(1)

（t ∈ [0, 1]，x(t) ∈ R）に関し，種不動点定理を応用し，
解の存在について議論している．
　次に準線形常微分方程式
　　　　 x′(t) = A(t, x(t))x(t) + F (t, x(t))

（t ∈ R+，行列A : m×m，F (t, x) ∈ Rm）に関し，あ
る意味で A(t, x)が行列 B(t)が近く，線形系
　　　　　 x′(t) = B(t)x(t)

のゼロ解が一様漸近安定である場合，不動点定理を応用
し．準線形系のゼロ解も一様漸近安定である成果につい
て述べている．

　本研究報告に関して，著者は査読者に対し，著者の勘
違いによる不正確な表現を修正するなどの指摘につい
て，深く感謝する次第です．
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不動点定理による方程式の定性解析 II

- 常微分方程式の漸近同値性 -

齋藤誠慈

1 はじめに

ベクトル空間 V 上の写像 T : V → V の不動点 xe ∈ V

とは，T (xe) = xe を満たす点をいう．

例 1.1 (1) 実数 x ∈ Rとして線形関数 T1(x) = xに関
し，x = T1(x) = xを満たす点は，任意の x ∈ Rであ
るから，T1 の不動点 xe は任意の実数である．
　 (2) x ∈ Rとして 1次関数 T2(x) = x+ 1とする．不
動点が存在すると仮定すると x = x+1が成り立つ．こ
れは矛盾で，T2 の不動点は存在しない．
　 (3) x ∈ Rとして 2次関数T3(x) = x2とする．x = x2

を仮定すると，T3 の不動点は x = 0, 1である．
　 (4)（常微分方程式と不動点）自然数m，ベクトル空間
Rm，区間R+ = [0,∞)とし，関数 f : R+×Rm → Rm

は連続とする．次の常微分方程式

x′(t) = f(t, x(t)) (1.1)

* Department of Mathematical Sciences, Faculty of Science and Engineering, Doshisha University, Kyoto

Telephone : +81-774-65-6702, E-mail : ssaito@mail.doshisha.ac.jp

（t ∈ R+，x(t) ∈ Rm）につき，初期条件

x(τ) = ξ (1.2)

を満たす解を x(t) = x(t; τ, ξ) （τ ≥ 0を初期時間，ξ ∈
Rm を初期値という）と表す．C1 級の関数 x(t)（定義
域 J）が常微分方程式の初期値問題 ((1.1),(1.2))を満た
すことは，次の積分方程式を満たすことと同値である．

x(t) = ξ +

∫ t

τ

f(s, x(s))ds (t ∈ J) (1.3)

ここで，写像 V : C(R+) → C(R+) を，[V(x)](t) =

ξ +
∫ t

τ
f(s, x(s))dsと定義する．このとき，

「V の不動点 xe = V(xe)」⇔ 「xe ∈ C(R+)は，初期
値問題 ((1.1),(1.2))の解」．

注意 1.2 初期値問題 ((1.1),(1.2)) の解 x(t) の存在に
関し，関数 f(t, x)は連続であれば，局所的に存在する
（Peanoの定理，ペアノ）．
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　本研究では，2つの常微分方程式の解に関する漸近同
値性の定義を複数述べ，不動点定理等を応用し，漸近同
値性の十分条件を与える．

2 漸近同値性の定義

本節では，２つの常微分方程式に関し種々の漸近同値
性に関する定義を述べる．2つの関数X,Y : R+×Rm →
Rm は連続とする．
　 2つの常微分方程式の漸近同値を議論するとき，解の
有界性，あるいは安定性を仮定することがある．

x′(t) = X(t, x(t)) (2.4)

y′(t) = Y (t, y(t)) (2.5)

記号 ||x||は x ∈ Rm のユークリッド・ノルムとする．

定義 2.1 式 (2.4)は一様有界，あるいは式 (2.4)の解
は一様有界（Uniformly Bounded [UB]）であるとは，す
べての解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，初期値 ξの大きさ ||ξ||に
応じて，解の有界性 ||x(t)||が決まることである．詳し
くは，任意の α > 0に対し，ある正数 β > αが存在し，
任意の初期時間 τ ≥ 0と任意の初期値 ξ（||ξ|| < α）に
つき，任意の解 x(t) = x(t; τ, ξ)は次式を満たすことで
ある．
　　　　　　 ||x(t)|| < β（t ≥ τ）．

定義 2.2 式 (2.4)に関し，等式 X(t,0) = 0が成立，
すなわち式 (2.4)はゼロ解 x = 0をもつとする．式 (2.4)

のゼロ解 x = 0は一様安定（[US]，Uniformly Stable）
であるとは，すべての解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，初期値 ξの
大きさ ||ξ||に応じて，解の微小の程度 ||x(t)||が決まる
ことである．詳しくは，任意の微小な ε > 0に対し，あ
る正数 δ < εが存在し，任意の初期時間 τ ≥ 0と任意の
初期値 ξ（||ξ|| < δ）につき，任意の解 x(t) = x(t; τ, ξ)

は次式を満たすことである．
　　　　　　 ||x(t)|| < ε（t ≥ τ）．

　以下の定義では，参考文献の表現を引用する．

定義 2.3 （文献 2，∆S(I)漸近同値）非減少の連続
関数 I : (0,∞) → R+，S ⊂ Rmとして，次の集合を定
める．
　　　　∆S(I) = {(t, x) : x ∈ S, t > I(||x||)}．
式 (2.4)，(2.5)は集合 S0 ⊂ S につき，漸近同値（本研
究では，∆S0

(I)漸近同値という）であるとは，次の条
件 (1) - (3)が成り立つときをいう．
　 (1) 式 (2.4)，(2.5)につき，∆S0

(I)から出る解はす
べて，t → ∞で存在する．
　 (2)任意のコンパクト集合C ⊂ S0に対し，実数 TC ≥
0が存在し，式 (2.4)の任意の (τ1, ξ1) ∈ ∆C(I) から出
る解 x(t) = x(t; τ1, ξ1)と，任意の τ2 > TC に対し，あ

る ξ2 ∈ S が存在し，(τ2, ξ2) ∈ ∆S(I) なる解 y(t) =

y(t; τ2, ξ2)が存在して，次式が成り立つ．
　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．
　 (3) (2)の逆が成り立つ．すなわち，任意のコンパクト
集合C ⊂ S0に対し，式 (2.5)の任意の (τ2, ξ2) ∈ ∆C(I)
から出る解 y(t) = y(t; τ2, ξ2) と，任意の τ1 > TC に
対し，ある ξ1 ∈ S が存在し，(τ1, ξ1) ∈ ∆S(I) なる解
x(t) = x(t; τ1, ξ1)が存在して，次式が成り立つ．
　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．

定義 2.4 （文献 8，p.173，ゼロ近傍漸近同値）式
(2.4)，(2.5)が漸近同値（本研究では，ゼロ近傍漸近同
値という）であるとは，次の 2条件 (1)，(2)が成り立つ
ときをいう．
　 (1) 式 (2.4) に関し，微小な集合 B1 ⊂ Rm が存在
し，任意の τ1 ∈ R+ と任意の ξ1 ∈ B1 に対する解
x(t) = x(t; τ1, ξ1)について，式 (2.5)のある解 y(t)は，
次式を満たす．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．
　 (2) (1)の逆も成り立つ．すなわち，式 (2.5)に関し，
微小な集合 B2 ⊂ Rm が存在し，任意の τ2 ∈ R+ と任
意の ξ2 ∈ B2に対する解 y(t) = y(t; τ2, ξ2)について，式
(2.4)のある解 x(t)は，次式を満たす．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．

定義 2.5 （文献 9，p.151，有界漸近同値）式 (2.4)，
(2.5)が漸近同値（本研究では有界漸近同値という）で
あるとは，次の条件 (1) - (3)が成り立つときをいう．
　 (1) 式 (2.4)は，一様有界 [UB]．
　 (2) 式 (2.5)は，一様有界 [UB]．
　 (3) 式 (2.4)の任意の解 x(t)に対し，式 (2.5)のある
解 y(t)が存在し，次式が成り立つ．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．
　 (4) (3)の逆が成り立つ．すなわち，式 (2.5)の任意の
解 y(t)に対し，式 (2.4)のある解 x(t)が存在し，次式が
成り立つ．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．

　多くの従来の定理において，解の有界性あるいはゼロ
解 x = 0の安定性を与える十分条件下で考察をしてい
る．本研究報告では同様に，解は有界性あるいはゼロ解
x = 0の安定性下で，2式 (2.4)，(2.5)の漸近同値性を
議論する．文献 9)と同様に安定漸近同値性を定義する．

定義 2.6 （安定漸近同値）2 式 (2.4)，(2.5) におい
て，X(t,0) = 0 かつ Y (t,0) = 0 を仮定する．2 式
(2.4)，(2.5)が安定漸近同値であるとは，次の (1) - (4)

が成り立つときをいう．
　 (1) 式 (2.4)のゼロ解 x = 0は，一様安定 [US]．
　 (2) 式 (2.5)のゼロ解 y = 0は，一様安定 [US]．
　 (3) 式 (2.4)に関し，微小な集合B1 ⊂ Rmが存在し，
任意の τ1 ∈ R+ と任意の ξ1 ∈ B1 に対する解 x(t) =
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　本研究では，2つの常微分方程式の解に関する漸近同
値性の定義を複数述べ，不動点定理等を応用し，漸近同
値性の十分条件を与える．

2 漸近同値性の定義

本節では，２つの常微分方程式に関し種々の漸近同値
性に関する定義を述べる．2つの関数X,Y : R+×Rm →
Rm は連続とする．
　 2つの常微分方程式の漸近同値を議論するとき，解の
有界性，あるいは安定性を仮定することがある．

x′(t) = X(t, x(t)) (2.4)

y′(t) = Y (t, y(t)) (2.5)

記号 ||x||は x ∈ Rm のユークリッド・ノルムとする．

定義 2.1 式 (2.4)は一様有界，あるいは式 (2.4)の解
は一様有界（Uniformly Bounded [UB]）であるとは，す
べての解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，初期値 ξの大きさ ||ξ||に
応じて，解の有界性 ||x(t)||が決まることである．詳し
くは，任意の α > 0に対し，ある正数 β > αが存在し，
任意の初期時間 τ ≥ 0と任意の初期値 ξ（||ξ|| < α）に
つき，任意の解 x(t) = x(t; τ, ξ)は次式を満たすことで
ある．
　　　　　　 ||x(t)|| < β（t ≥ τ）．

定義 2.2 式 (2.4)に関し，等式 X(t,0) = 0が成立，
すなわち式 (2.4)はゼロ解 x = 0をもつとする．式 (2.4)

のゼロ解 x = 0は一様安定（[US]，Uniformly Stable）
であるとは，すべての解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，初期値 ξの
大きさ ||ξ||に応じて，解の微小の程度 ||x(t)||が決まる
ことである．詳しくは，任意の微小な ε > 0に対し，あ
る正数 δ < εが存在し，任意の初期時間 τ ≥ 0と任意の
初期値 ξ（||ξ|| < δ）につき，任意の解 x(t) = x(t; τ, ξ)

は次式を満たすことである．
　　　　　　 ||x(t)|| < ε（t ≥ τ）．

　以下の定義では，参考文献の表現を引用する．

定義 2.3 （文献 2，∆S(I)漸近同値）非減少の連続
関数 I : (0,∞) → R+，S ⊂ Rmとして，次の集合を定
める．
　　　　∆S(I) = {(t, x) : x ∈ S, t > I(||x||)}．
式 (2.4)，(2.5)は集合 S0 ⊂ S につき，漸近同値（本研
究では，∆S0

(I)漸近同値という）であるとは，次の条
件 (1) - (3)が成り立つときをいう．
　 (1) 式 (2.4)，(2.5)につき，∆S0

(I)から出る解はす
べて，t → ∞で存在する．
　 (2)任意のコンパクト集合C ⊂ S0に対し，実数 TC ≥
0が存在し，式 (2.4)の任意の (τ1, ξ1) ∈ ∆C(I) から出
る解 x(t) = x(t; τ1, ξ1)と，任意の τ2 > TC に対し，あ

る ξ2 ∈ S が存在し，(τ2, ξ2) ∈ ∆S(I) なる解 y(t) =

y(t; τ2, ξ2)が存在して，次式が成り立つ．
　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．
　 (3) (2)の逆が成り立つ．すなわち，任意のコンパクト
集合C ⊂ S0に対し，式 (2.5)の任意の (τ2, ξ2) ∈ ∆C(I)
から出る解 y(t) = y(t; τ2, ξ2) と，任意の τ1 > TC に
対し，ある ξ1 ∈ S が存在し，(τ1, ξ1) ∈ ∆S(I) なる解
x(t) = x(t; τ1, ξ1)が存在して，次式が成り立つ．
　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．

定義 2.4 （文献 8，p.173，ゼロ近傍漸近同値）式
(2.4)，(2.5)が漸近同値（本研究では，ゼロ近傍漸近同
値という）であるとは，次の 2条件 (1)，(2)が成り立つ
ときをいう．
　 (1) 式 (2.4) に関し，微小な集合 B1 ⊂ Rm が存在
し，任意の τ1 ∈ R+ と任意の ξ1 ∈ B1 に対する解
x(t) = x(t; τ1, ξ1)について，式 (2.5)のある解 y(t)は，
次式を満たす．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．
　 (2) (1)の逆も成り立つ．すなわち，式 (2.5)に関し，
微小な集合 B2 ⊂ Rm が存在し，任意の τ2 ∈ R+ と任
意の ξ2 ∈ B2に対する解 y(t) = y(t; τ2, ξ2)について，式
(2.4)のある解 x(t)は，次式を満たす．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．

定義 2.5 （文献 9，p.151，有界漸近同値）式 (2.4)，
(2.5)が漸近同値（本研究では有界漸近同値という）で
あるとは，次の条件 (1) - (3)が成り立つときをいう．
　 (1) 式 (2.4)は，一様有界 [UB]．
　 (2) 式 (2.5)は，一様有界 [UB]．
　 (3) 式 (2.4)の任意の解 x(t)に対し，式 (2.5)のある
解 y(t)が存在し，次式が成り立つ．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．
　 (4) (3)の逆が成り立つ．すなわち，式 (2.5)の任意の
解 y(t)に対し，式 (2.4)のある解 x(t)が存在し，次式が
成り立つ．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．

　多くの従来の定理において，解の有界性あるいはゼロ
解 x = 0の安定性を与える十分条件下で考察をしてい
る．本研究報告では同様に，解は有界性あるいはゼロ解
x = 0の安定性下で，2式 (2.4)，(2.5)の漸近同値性を
議論する．文献 9)と同様に安定漸近同値性を定義する．

定義 2.6 （安定漸近同値）2 式 (2.4)，(2.5) におい
て，X(t,0) = 0 かつ Y (t,0) = 0 を仮定する．2 式
(2.4)，(2.5)が安定漸近同値であるとは，次の (1) - (4)

が成り立つときをいう．
　 (1) 式 (2.4)のゼロ解 x = 0は，一様安定 [US]．
　 (2) 式 (2.5)のゼロ解 y = 0は，一様安定 [US]．
　 (3) 式 (2.4)に関し，微小な集合B1 ⊂ Rmが存在し，
任意の τ1 ∈ R+ と任意の ξ1 ∈ B1 に対する解 x(t) =

x(t; τ1, ξ1)について，式 (2.5)のある解 y(t)は，次式を
満たす．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．
　 (4) (3)の逆も成り立つ．すなわち，式 (2.5)に関し，
微小な集合 B2 ⊂ Rm が存在し，任意の τ2 ∈ R+ と任
意の ξ2 ∈ B2に対する解 y(t) = y(t; τ2, ξ2)について，式
(2.4)のある解 x(t)は，次式を満たす．
　　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞）．

　定義 2.3では，特定な関数 ∆S(I)に関する 2式の漸
近同値性を定めている．定義 2.4では，2式の原点付近
から出発する解についての漸近同値性，定義 2.5では，
2式の解が一様有界の下での漸近同値性，定義 2.6では，
2式の解が一様安定の下での漸近同値性に関する定義を
与えている．本研究では，定義 2.5，定義 2.6に関して
議論する．

3 不動点定理等の準備

線形積分方程式

x(t) = x0 +

∫ t

t0

A(s)x(s)ds (3.6)

（t ≥ t0 ≥ 0，行列A : m×mはR+上で連続，x(t), x0 ∈
Rm）を考える．本節では，方程式の解の定性解析につ
いて考察するのに必要な不動点定理等を述べる．

　「１」Gronwall（グロンウォール）の不等式 10)

定理 3.1 　連続関数 u, g : I → R+と定数K ≥ 0に
関し，次式が成り立つ．
　　　　　 u(t) ≤ K +

∫ t

a
g(s)u(s)ds（a, t ∈ I）

　このとき，u(t) ≤ Ke
∫ t
a
g(s)ds（t ∈ I）

が成り立つ．

　上記の定理に関し，積分方程式 (3.6)に対し，u(t) =

||x(t)||，I = [t0, b]（b ≥ t0）とおけば，
　　　　 u(t) ≤ ||x(t0)||+

∫ t

t0
||A(s)||u(s)ds

から，||x(t)|| ≤ ||x(t0)||e
∫ t
t0

||A(s)||ds （t ∈ I）を得る．
　
　「２」Bihari（ビハリ）の不等式 8)p.31

定理 3.2 　区間 [a, b]とし，関数u, g : [a, b] → R+は
非負で連続として，また関数h : [a, b] → R+はh(t) > 0，
連続で，広義単調増加関数と，定数K ≥ 0に対し，次
式が成り立つとする．

　　　 u(t) ≤ K +

∫ t

a

g(s)h(u(s))ds（t ∈ [a, b]）.

また関数H(t)を h(t) > 0の原始関数とする．
　このとき，次式を得る．

　　　 u(t) ≤ H−1
(
H(K) +

∫ t

a

g(s)ds
)
（t ∈ [a, b]）.

　「３」Schauder（シャウダー）の不動点定理 1)p.26

7)p.25

定理 3.3 　バナッハ空間 X の部分集合 B 上の写像
V : B → X は，次の条件 (1) - (4)を満たすとする．
　 (1) 集合 B ⊂ X は，閉凸．
　 (2) 中への写像：V(B) ⊂ B．
　 (3) 写像 V : B → B は連続．
　 (4) 像 V(B)は相対コンパクト．
　このとき，写像 V は B 内に少なくとも 1つの不動点
を有する．

　「４」Ascoli-Arzelá（アスコリ・アルツェラ）の定理
1) p.22 3)p.75

定理 3.4 　関数集合 S = {f : I → Rm, f は連続 }
（区間 I = [a, b]）は，次の 2条件を満たすとする．
　 (1) Sは一様有界，すなわち，あるM > 0が存在し，
次式が成り立つ．
　　　　　 max

t∈I
||f(t)|| ≤ M（f ∈ S）．

　 (2) Sは同程度連続，すなわち，微小な ε > 0に対し，
ある正数 δ < εが存在し，次式が成り立つ．
　　　 ||f(t)−f(s)|| < ε（f ∈ S，t, s ∈ I，|t−s| < δ）．
　このとき，集合 S ⊂ X は相対コンパクトである．

4 漸近同値に関する定理

　次の非斉次線形系 (4.7)と摂動系 (4.8)を考える．

x′(t) = Ax(t) + p(t) (4.7)

y′(t) = Ay(t) + p(t) + f(t, y(t)) (4.8)

定行列 A : m×mと，関数 p : R+ → R+，
f : R+ ×Rm → Rm は連続とする．
　次の定理は，文献 9)p. 152による．

定理 4.1 次の条件 (1),(2)を仮定する．
　 (1) 非斉次線形系 (4.7)は，一様有界．
　 (2) 次の 3条件を満たす連続関数 λ, φ : R+ → R+が
存在する．
　　 ||f(t, x)|| ≤ λ(t)φ(||x||)（t ≥ 0，x ∈ Rm），
　　

∫∞
0

λ(s)ds < ∞，
∫∞
0

1
φ(r)dr = ∞．

　このとき，2式 (4.7)，(4.8)は有界漸近同値である．

上記の定理の 1つの拡張として，次の例 4.2を得る．

例 4.2 2つの方程式

x′(t) = A(t)x(t) + p(t) (4.9)

y′(t) = A(t)y(t) + p(t) + f(t, y(t)) (4.10)

は，次の条件 (1) - (3)を満たすとする．
　 (1) 連続行列Aからなる線形系 (4.9)の解は，一様有
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界．
　 (2) 連続関数 λ : R+ → R+と µ : R+ → (0,∞)が存
在し，
　　　　 ||f(t, y)|| ≤ λ(t)µ(||y||) を満たし，次の (2a)，
(2b)が成り立つ．

　 (2a) µ : R+ → Rは連続で，
∫ ∞

0

µ(s)ds < ∞．

　 (2b)

∫ ∞

0

λ(s)ds < ∞．

　 (3) 線形非斉次式 (4.9) の基本行列X（X(0) = I，単
位行列）に関し，正数K に対し，次式が成り立つ．
　　　　　 ||X(t)X−1(s)|| < K（t ≥ s ≥ 0）．
　このとき，次の結論 (I)，(II)を得る．
　 (I) 非線形系 (4.10)の解は，一様有界である．
　 (II) 線形系 (4.9)，非線形系 (4.10)は，有界漸近同値
である．
証明　 (I)条件 (1)から，線形非斉次式 (4.9)の解 x(t) =

x(t; τ, ξ)は基本行列X により，x(t) = X(t)X−1(τ)ξ +∫ t

τ
X(t)X−1(s)p(s)ds である．一様有界性から，任意の

α > 0に対し十分大の β > αをとれば，任意の初期条件
x(τ) = ξ（τ ≥ 0，||ξ|| < α）につき，解は ||x(t)|| < β

（t ≥ τ）．
式 (4.10)の解 y(t) = y(t; τ, ξ) は次式の通り．
　 y(t) = X(t)X−1(τ)ξ

　　+
∫ t

τ
X(t)X−1(s){p(s) + f(s, y(s))}ds

　 = x(t; τ, ξ) +
∫ t

τ
X(t)X−1(s)f(s, y(s))ds．

よって，||y(t)||
　　 ≤ β +K

∫ t

0
||f(s, y(s))||ds

　　 ≤ β +K
∫ t

0
λ(s)µ(||y(s)||)ds．

Bihariの不等式から，H(r) =
∫ r

0
ds
µ(s) として，

　　H(||y(t)||) ≤ Hβ +K
∫ t

0
λ(s)ds ≤ B1

なる正数 B1 が存在する．ゆえに，||y(t)|| ≤ H−1(B1)

から，式 (4.10)は一様有界である．
　 (II) 任意の τ ≥ 0と任意の ξ ∈ Rm に関し，線形非
斉次式 (4.9)の解 x(t) = x(t; τ, ξ)を固定する．非線形
系 (4.10)の解 y(t) = y(t; τ, ξ1)は次式を満たす．
　　 y(t) = x(t; τ, ξ) − X(t)

∫∞
t

X−1(s){p(s) +

f(s, y(s))}ds，
　　 y(τ) = ξ1

　　 = ξ −X(τ)
∫∞
τ

X−1(s)f(s, y(s))ds．
τ は十分大であれば，||ξ − ξ1|| は微小になり得る．実
際，||y(s)||（s ≥ τ）は有界で，||X(t)X−1(s)|| ≤ K

（t ≥ s ≥ 0）より．また， lim
t→∞

||x(t) − y(t)|| = 0が成

り立つ．
　逆に，式 (4.10)の解 y(t) = y(t; τ, ξ1)を固定し，
　　 c = ξ1 +X(τ)

∫∞
τ

X−1(s)f(s, y(s))ds

とおくと，次式を得る．
　　 y(t; τ, ξ1) = x(t; τ, c)

　　　　−X(t)
∫∞
t

X−1(s)f(s, y(s))ds．
またx(t; τ, c)は，線形系 (4.9)の解で， lim

t→∞
||y(t; τ, ξ1)−

x(t; τ, c)|| = 0が成り立つ．

　次の定理は，文献 4)，8)による．本研究では，別証
明を与える．

定理 4.3 次の線形系 (4.11)，(4.12)

x′(t) = Ax(t) (4.11)

y′(t) = (A+B(t))y(t) (4.12)

を考え，次の条件 (1)，(2)を仮定する．
　 (1) 定行列 A : m × m の固有値 λ はすべて，実部
Re(λ) ≤ 0とし，Re(λ) = 0ならば，λ ∈ C は単根であ
る．

　 (2) 連続行列 B(t)は，
∫ ∞

0

||B(t)||ds < ∞．

このとき，式 (4.11)，(4.12)は有界漸近同値，かつ安定
漸近同値である．

注意 4.4 (i) 行列 A : m × mの固有値 λk ∈ C （1 ≤
k ≤ m）が単根であるとは，A の特性多項式 P (t) =

det(tI − A) の因数分解において，因子 t − λk はちょ
うど 1度現れることである．そのとき，基本行列 X(t)

（X(0) = I）につき，ある正数M, c > 0が存在し，次
式が成り立つ．
　　　 ||X(t)X−1(s)|| ≤ M(e−c(t−s)

　　　　+ | cos c(t− s)|+ | sin c(t− s)|) （t ≥ s）
　 (ii) 線形系 x′(t) = A(t)x(t)について，一様有界であ
ることと，ゼロ解 x = 0が一様安定であることは同値
となる．8)p.140

　別証明　有界漸近同値について．条件 (1)から，式 (L)

のゼロ解 x = 0は一様安定（かつ式 (4.11)は一様有界）
である．また線形系 (4.11)の基本行列をX(t)（X(0) =

I）とすると，線形摂動系 (4.12)の解 y(t) = y(t; τ2, ξ2)

は次式の通り．

y(t) = X(t)X−1(τ2)ξ2

+ X(t)

∫ t

τ2

X−1(s)B(s)y(s)ds (4.13)

（t ≥ τ2）．ある定数M > 0が存在し，||X(t)X−1(s)|| ≤
M（t ≥ s ≥ 0）が成り立つ．よって，Gronwallの不等
式から，
　　　 ||y(t)|| ≤ M ||ξ2||eM

∫ t
τ2

||B(s)||ds

（t ≥ τ2）．条件 (2)から，式 (4.12)のゼロ解は一様安
定（かつ式 (4.12)は一様有界）である．式 (4.13)にお
いて，x(t; τ2, ξ2) = X(t)X−1(τ2)ξ2 は式 (4.11)の解で
あるから
　　 ||x(t; τ2, ξ2)− y(t; τ2, ξ2)||
　　　　 = ||X(t)

∫ t

τ2
X−1(s)B(s)y(s)ds||．

また，条件 (1)からある定数 c > 0が存在して，
　 ||X(t)X−1(s)|| ≤ M(e−c(t−s)

　　　　　+ | cos c(t− s)|+ | sin c(t− s)|)，
より，
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界．
　 (2) 連続関数 λ : R+ → R+と µ : R+ → (0,∞)が存
在し，
　　　　 ||f(t, y)|| ≤ λ(t)µ(||y||) を満たし，次の (2a)，
(2b)が成り立つ．

　 (2a) µ : R+ → Rは連続で，
∫ ∞

0

µ(s)ds < ∞．

　 (2b)

∫ ∞

0

λ(s)ds < ∞．

　 (3) 線形非斉次式 (4.9) の基本行列X（X(0) = I，単
位行列）に関し，正数K に対し，次式が成り立つ．
　　　　　 ||X(t)X−1(s)|| < K（t ≥ s ≥ 0）．
　このとき，次の結論 (I)，(II)を得る．
　 (I) 非線形系 (4.10)の解は，一様有界である．
　 (II) 線形系 (4.9)，非線形系 (4.10)は，有界漸近同値
である．
証明　 (I)条件 (1)から，線形非斉次式 (4.9)の解 x(t) =

x(t; τ, ξ)は基本行列X により，x(t) = X(t)X−1(τ)ξ +∫ t

τ
X(t)X−1(s)p(s)ds である．一様有界性から，任意の

α > 0に対し十分大の β > αをとれば，任意の初期条件
x(τ) = ξ（τ ≥ 0，||ξ|| < α）につき，解は ||x(t)|| < β

（t ≥ τ）．
式 (4.10)の解 y(t) = y(t; τ, ξ) は次式の通り．
　 y(t) = X(t)X−1(τ)ξ

　　+
∫ t

τ
X(t)X−1(s){p(s) + f(s, y(s))}ds

　 = x(t; τ, ξ) +
∫ t

τ
X(t)X−1(s)f(s, y(s))ds．

よって，||y(t)||
　　 ≤ β +K

∫ t

0
||f(s, y(s))||ds

　　 ≤ β +K
∫ t

0
λ(s)µ(||y(s)||)ds．

Bihariの不等式から，H(r) =
∫ r

0
ds
µ(s) として，

　　H(||y(t)||) ≤ Hβ +K
∫ t

0
λ(s)ds ≤ B1

なる正数 B1 が存在する．ゆえに，||y(t)|| ≤ H−1(B1)

から，式 (4.10)は一様有界である．
　 (II) 任意の τ ≥ 0と任意の ξ ∈ Rm に関し，線形非
斉次式 (4.9)の解 x(t) = x(t; τ, ξ)を固定する．非線形
系 (4.10)の解 y(t) = y(t; τ, ξ1)は次式を満たす．
　　 y(t) = x(t; τ, ξ) − X(t)

∫∞
t

X−1(s){p(s) +

f(s, y(s))}ds，
　　 y(τ) = ξ1

　　 = ξ −X(τ)
∫∞
τ

X−1(s)f(s, y(s))ds．
τ は十分大であれば，||ξ − ξ1|| は微小になり得る．実
際，||y(s)||（s ≥ τ）は有界で，||X(t)X−1(s)|| ≤ K

（t ≥ s ≥ 0）より．また， lim
t→∞

||x(t) − y(t)|| = 0が成

り立つ．
　逆に，式 (4.10)の解 y(t) = y(t; τ, ξ1)を固定し，
　　 c = ξ1 +X(τ)

∫∞
τ

X−1(s)f(s, y(s))ds

とおくと，次式を得る．
　　 y(t; τ, ξ1) = x(t; τ, c)

　　　　−X(t)
∫∞
t

X−1(s)f(s, y(s))ds．
またx(t; τ, c)は，線形系 (4.9)の解で， lim

t→∞
||y(t; τ, ξ1)−

x(t; τ, c)|| = 0が成り立つ．

　次の定理は，文献 4)，8)による．本研究では，別証
明を与える．

定理 4.3 次の線形系 (4.11)，(4.12)

x′(t) = Ax(t) (4.11)

y′(t) = (A+B(t))y(t) (4.12)

を考え，次の条件 (1)，(2)を仮定する．
　 (1) 定行列 A : m × m の固有値 λ はすべて，実部
Re(λ) ≤ 0とし，Re(λ) = 0ならば，λ ∈ C は単根であ
る．

　 (2) 連続行列 B(t)は，
∫ ∞

0

||B(t)||ds < ∞．

このとき，式 (4.11)，(4.12)は有界漸近同値，かつ安定
漸近同値である．

注意 4.4 (i) 行列 A : m × mの固有値 λk ∈ C （1 ≤
k ≤ m）が単根であるとは，A の特性多項式 P (t) =

det(tI − A) の因数分解において，因子 t − λk はちょ
うど 1度現れることである．そのとき，基本行列 X(t)

（X(0) = I）につき，ある正数M, c > 0が存在し，次
式が成り立つ．
　　　 ||X(t)X−1(s)|| ≤ M(e−c(t−s)

　　　　+ | cos c(t− s)|+ | sin c(t− s)|) （t ≥ s）
　 (ii) 線形系 x′(t) = A(t)x(t)について，一様有界であ
ることと，ゼロ解 x = 0が一様安定であることは同値
となる．8)p.140

　別証明　有界漸近同値について．条件 (1)から，式 (L)

のゼロ解 x = 0は一様安定（かつ式 (4.11)は一様有界）
である．また線形系 (4.11)の基本行列をX(t)（X(0) =

I）とすると，線形摂動系 (4.12)の解 y(t) = y(t; τ2, ξ2)

は次式の通り．

y(t) = X(t)X−1(τ2)ξ2

+ X(t)

∫ t

τ2

X−1(s)B(s)y(s)ds (4.13)

（t ≥ τ2）．ある定数M > 0が存在し，||X(t)X−1(s)|| ≤
M（t ≥ s ≥ 0）が成り立つ．よって，Gronwallの不等
式から，
　　　 ||y(t)|| ≤ M ||ξ2||eM

∫ t
τ2

||B(s)||ds

（t ≥ τ2）．条件 (2)から，式 (4.12)のゼロ解は一様安
定（かつ式 (4.12)は一様有界）である．式 (4.13)にお
いて，x(t; τ2, ξ2) = X(t)X−1(τ2)ξ2 は式 (4.11)の解で
あるから
　　 ||x(t; τ2, ξ2)− y(t; τ2, ξ2)||
　　　　 = ||X(t)

∫ t

τ2
X−1(s)B(s)y(s)ds||．

また，条件 (1)からある定数 c > 0が存在して，
　 ||X(t)X−1(s)|| ≤ M(e−c(t−s)

　　　　　+ | cos c(t− s)|+ | sin c(t− s)|)，
より，

　　 ||x(t; τ2, ξ2)− y(t; τ2, ξ2)|| → 0（t → ∞）.

ゆえに，安定漸近同値，かつ有界漸近同値がいえる．

　また文献 5)，6)では，次の定理 4.5が証明されてい
る．準線形系

x′(t) = A(t, x(t))x(t) + F (t, x(t)) (4.14)

と線形系

y′(t) = B(t)y(t) (4.15)

を考える．行列A : m×mはR+×Rm上で連続，関数
F : R+ ×Rm → Rm は連続，行列 B : m ×mはR+

上で連続とする．
　線形系 (4.15) のゼロ解が一様安定であるとき，XB

（XB(0) = I）をその線形系の基本行列とすると，次式
が成り立つ 8)．
　　 ∃K > 1：∀t ≥ ∀s ≥ 0，||XB(t)X

−1
B (s)|| ≤ K．

　次の集合を定める．r > 0とする．
　　　 Sr = {y ∈ C(R+) : ||y||∞ ≤ r}．
　定理 4.3の拡張が，得られている．5) 6)

定理 4.5 準線形系 (4.14)と線形系 (4.15)に関し，次
の条件 (1) - (5)が成り立つとする．
　 (1) 線形系 (4.15)のゼロ解 x = 0は一様安定 [US]．
　 (2) ある定数 δ1 > 0が存在し，任意の微小 r ≥ 0に
つき，次式が成り立つ．

　　　　
∫ ∞

0

sup
||x||≤r

||A(s, x)−B(s)||ds ≤ δ1．

　 (3) 準線形系 (4.14)の初期値問題の解は，一意的であ
る．
　 (4) 定数 C > 0は，C < 1/(KeKδ1)を満たす．
　 (5) 準線形系 (4.14)の摂動項 F は，条件 F (t,0) ≡ 0

と，次式を満たす．

　　　　　 lim inf
p→+0

1

p

∫ ∞

0

sup
||x||≤p

||F (s, x)||ds ≤ C．

　このとき，結論 (I) - (III)を得る．
　 (I)定数 r > 0を固定する．任意の y ∈ Srに関し，線形
系 x′(t) = A(t, y(t))x(t)の基本行列をXy（Xy(0) = I）
とする．このとき，次式が成り立つ．
　　　　　 ||Xy(t)X

−1
y (s)|| ≤ KeKδ1．

　 (II) 準線形系 (4.14)のゼロ解 x = 0は一様安定 [US]

である．
　 (III) 準線形系 (4.14)と線形系 (4.15)は，安定漸近同
値である．

　次の例では，線形系 (4.15)が一様有界の下，有界漸近
同値性を与えている．

例 4.6 （文献 6，6章）準線形系 (4.14)と線形系 (4.15)

に関し，次の条件 (1) - (5)が成り立つとする．
　 (1) 線形系 (4.15) は一様有界 [UB]，すなわち，
||XB(t)X

−1
B (s)|| ≤ K(> 1)（t ≥ s）とする．

　 (2) ある定数 δ1 > 0が存在し，任意の r ≥ 0につき，
次式が成り立つ．

　　　　
∫ ∞

0

sup
||x||≤r

||A(s, x)−B(s)||ds ≤ δ1．

　 (3) 準線形系 (4.14)の初期値問題の解は，一意的であ
る．
　 (4) 定数 C > 0は C < 1/(KeKδ1)を満たす．
　 (5) 準線形系 (4.14)の摂動項 F は，次式を満たす．

　　　　　 lim inf
p→∞

1

p

∫ ∞

0

sup
||x||≤p

||F (s, x)||ds ≤ C．

　このとき，結論 (I) - (III)を得る．
　 (I)定数 r > 0を固定する．任意のy ∈ Srに関し，線形
系 x′(t) = A(t, y(t))x(t)の基本行列をXy（Xy(0) = I）
とする．このとき，次式が成り立つ．
　　　　　 ||Xy(t)X

−1
y (s)|| ≤ KeKδ1．

　 (II) 準線形系 (4.14)は一様有界 [UB]．
　 (III) 準線形系 (4.14)と線形系 (4.15)は，有界漸近同
値である．
　証明　 (I) r > 0に対し，任意の y ∈ Sr を準線形系
(4.14)の一部 x′(t) = A(t, y(t))x(t)に代入し，斉次線形
系 x′(t) = A(t, y(t))x(t) を考える．
　　 x′(t) = B(t)x(t) + {A(t, y(t))−B(t)}x(t)
より，次式が成り立つ．
　　Xy(t) = XB(t)X

−1
B (τ)Xy(τ)

+XB(t)
∫ t

τ
X−1

B (s)(A(s, y(s))−B(s))Xy(s)ds（t ≥ τ）．
これより，
　　Xy(t)X

−1
y (τ) = XB(t)X

−1
B (τ)

+XB(t)
∫ t

τ
X−1

B (s)(A(s, y(s))− B(s))Xy(s)dsX
−1
y (τ)

（t ≥ τ）より，
　 ||Xy(t)X

−1
y (τ)||

≤ ||XB(t)X
−1
B (τ)||+

∫ t

τ
||XB(t)X

−1
B (s)||

　　× ||A(s, y(s))−B(s)||||Xy(s)X
−1
y (τ)||ds

に対し，Gronwallの不等式を用いると結論を得る．
　 (II) 文献 5)の証明を参照．Schauderの不動点定理，
Gronwallの不等式，Ascoli-Arzeláの定理を用いる．
　 (III) 初期値 ξ ∈ Rm を固定する．条件 (5)より，十
分大な正 β > α（α ≥ ||ξ||）に対し，次式が成り立つ．
　　　　　

∫∞
0

||F (s, x)||ds ≤ βC（||x|| ≤ β）．
また次式 (a)，(b)が成り立つとしてよい．
　 (a) 解 x(t) = x(t; 0, ξ)は，||ξ|| ≤ α，かつ
　　　　　 ||x(t)|| ≤ β （t ∈ R+），
　 (b) KeKδ1α

1−KeKδ1
< β．

このとき，y ∈ C(R+) は，y(0) = ξ（||ξ|| ≤ α），
||y||∞ = max

t≥0
||y(t)|| ≤ β ならば，非斉次線形系

　　 x′(t) = A(t, y(t))x(t) + F (t, y(t))（t ∈ R+）
の解 xy(t) = x(t; 0, ξ)は，||xy(t)|| ≤ β（t ∈ R+）を満
たす．実際，
　　 xy(t) = Xy(t)ξ +

∫ t

0
Xy(t)X

−1
y (s)F (s, y(s))ds

（t ∈ R+）より Gronwallの不等式から，
　　 ||xy(t)|| ≤ KeKδ1α+KeKδ1Cβ < β

（t ∈ R+）を得る．
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今後，線形系 (4.15) の解 x(t) = x(t; 0, ξ) に対し，
lim
t→∞

||x(t)− z(t)|| = 0なる準線形系 (4.14)の解 z(t) =

z(t; 0, ξ)の存在を示す．点列 {εn > 0 : n ∈ N}を次に
定める．
　　 1

2ε1 = K{
∫∞
t1

sup
||x||≤β

||A(s, x)−B(s)||βds

　　　　+
∫∞
0

sup
||x||≤β

||F (s, x)||ds}，

　　 εn+1 < εn
2 （n ≥ 1）．

点列 {tn ≥ 0 : t0 = 0，tn−1 < tn（n ≥ 1）,
　　 lim

n→∞
tn = ∞．かつ次の条件 (4.16)を満たす }

1

2
εn ≥ K

∫ ∞

tn

sup
||x||≤β

{||A(s, x)−B(s)||βds

+ sup
||x||≤β

||F (s, x)||}ds（n ≥ 1）. (4.16)

ここで，Jn = [0, tn]（n ≥ 1），点列 {m(n) ≥ 0 : n ≥ 1}，
関数集合 {E(n) : n ≥ 1}を定義する．
　　m(n) = max{||A(t, x)||β + ||F (t, x)|| :
　　　　 t ∈ Jn，||x|| ≤ β}，
　　 E(1) = {y ∈ C(R+) : y(0) = ξ，
　　　 ||y(t)|| ≤ β（t ∈ J1），
　　　 y(t) = y(1)（t ≥ 1），
　　　 ||y(t)− y(s)|| ≤ m(1)|t− s|（t, s ∈ J1），
　　　 ||y(t)− x(t)|| ≤ ε1（t ∈ J1）}，
　　E(n) = {y ∈ C(R+) : y(t) ∈ E(n− 1)（t ∈ Jn−1)，
　　　 y(t) = y(n)（t ≥ n ≥ 2），||y(t)|| ≤ β（t ∈ Jn），
　　　 ||y(t)− y(s)|| ≤ m(n)|t− s|（t, s ∈ Jn）,
　　　 ||y(t)− x(t)|| ≤ εn（t ∈ [tn−1, tn]）}．
自然数 n ≥ 1 と y ∈ E(n)（y(0) = ξ，||y||∞ ≤ β）を固
定し，準線形系 (4.14)を線形化する．
　　　 u′(t) = A(t, y(t))u(t) + F (t, y(t))，
　　　 u(0) = y(0) = x(0) = ξ．
その一意解 uy は，次式で与えられる．

uy(t) = Xy(t)X
−1
y (0)ξ

+

∫ t

0

Xy(t)X
−1
y (s)F (s, y(s))ds (4.17)

（t ≥ 0）

　 (i) uy ∈ E(1) を示す．uy(0) = ξ = y(0) = x(0)．
||uy(t)|| ≤ KeKδ1α+KeKδ1βC ≤ β（t ∈ J1）．
　また，次式が成り立つ．

uy(t) = y(0) +

∫ t

0

A(s, y(s))uy(s)ds

+

∫ t

0

F (s, y(s))ds. (4.18)

式 (4.18)から，||uy(t)− uy(s)||
≤ |

∫ s

t
sup

p∈J1,||u||≤β

{||A(p, u)||β + ||F (p, u)||}ds

≤ m(1)|t− s|（t ∈ J1）．
　さらに，

u′(t) = B(t)u(t) + {A(t, y(t)) − B(t)}u(t) + F (t, y(t))

より，次式を得る．

uy(t) = XB(t)X
−1
B (0)ξ

+

∫ t

0

XB(t)X
−1
B (s){A(s, y(s))−B(s)}uy(s)ds

+

∫ t

0

XB(t)X
−1
B (s)F (s, y(s))ds (4.19)

であり，
||uy(t)− x(t)||
≤

∫∞
0

||XB(t)X
−1
B (s)||||A(s, y(s))−B(s)||dsβ

+
∫∞
0

||XB(t)X
−1
B (s)||||F (s, y(s))||ds = ε1

4 ≤ ε1

（t ∈ J1）．
　 (ii) uy ∈ E(2)を示す．まず，uy(t) ∈ E(1)（t ∈ J1）
は成り立つ．式 (4.17)から，||uy(t)|| ≤ β（t ∈ J2）．
　また，式 (4.18)から，||uy(t)− uy(s)||
≤ |

∫ s

t
supp∈J2,||u||≤β{||A(p, u)||β + ||F (p, u)||}ds

≤ m(2)|t− s|（t ∈ J2）．
　さらに，式 (4.19)と同様に，t ∈ [t1, t2]のとき
uy(t) = XB(t)X

−1
B (t1)uy(t1)

+
∫ t

t1
XB(t)X

−1
B (s){A(s, y(s))−B(s)}uy(s)ds

+
∫ t

t1
XB(t)X

−1
B (s)F (s, y(s))ds

より，t ∈ [t1, t2]のとき，
||uy(t)− x(t)||
≤ +

∫∞
t1

||XB(t)X
−1
B (s)||{||A(s, y(s))−B(s)||dsβ

+ ||F (s, y(s))||}ds ≤ ε1
4 < ε1

を得る．同様に uy ∈ E(n) （n ≥ 2）．
　各 n ∈ N に関し，写像
　　 P : E(n) → E(n)を P(y)(t) = uy(t)（t ∈ R+）
と定める．集合 E(n) ⊂ C(R+)は閉凸コンパクトであ
る．P は，E(n)上で連続．よって，Schauderの不動点
定理から，不動点 yn ∈ E(n)，すなわち

yn(t) = yn(0) +

∫ t

0

A(s, yn(s))yn(s)ds

+

∫ t

0

F (s, yn(s))ds（t ∈ Jn）　　　　　　　　　　(4.20)

が存在し，次の条件がすべて成り立つ．

||yn(t)|| ≤ β，y(t) = y(n)（t ≥ n），

||yn(t)− yn(s)|| ≤ m(n)|t− s|（t, s ∈ Jn），

||yn(t)− x(t)|| ≤ εn（t ∈ [tn−1, tn]） (4.21)

なお t → ∞のとき， lim
n→∞

εn = 0より

　　 lim
n→∞

sup
t∈[tn−1,tn]

||yn(t)− x(t)|| = 0．

さらに，次の関数列 {zn ∈ C(R+) : n ∈ N}を定める．

　　　　 zn(t) =

{
yn(t) (t ∈ [0, tn] = Jn)

yn(tn) (t ≥ tn)
．

（これは既に，定義されている）
　Ascoli-Arzelàの定理から，部分列 {zn(k) ∈ E(n(k)) :
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今後，線形系 (4.15) の解 x(t) = x(t; 0, ξ) に対し，
lim
t→∞

||x(t)− z(t)|| = 0なる準線形系 (4.14)の解 z(t) =

z(t; 0, ξ)の存在を示す．点列 {εn > 0 : n ∈ N}を次に
定める．
　　 1

2ε1 = K{
∫∞
t1

sup
||x||≤β

||A(s, x)−B(s)||βds

　　　　+
∫∞
0

sup
||x||≤β

||F (s, x)||ds}，

　　 εn+1 < εn
2 （n ≥ 1）．

点列 {tn ≥ 0 : t0 = 0，tn−1 < tn（n ≥ 1）,
　　 lim

n→∞
tn = ∞．かつ次の条件 (4.16)を満たす }

1

2
εn ≥ K

∫ ∞

tn

sup
||x||≤β

{||A(s, x)−B(s)||βds

+ sup
||x||≤β

||F (s, x)||}ds（n ≥ 1）. (4.16)

ここで，Jn = [0, tn]（n ≥ 1），点列 {m(n) ≥ 0 : n ≥ 1}，
関数集合 {E(n) : n ≥ 1}を定義する．
　　m(n) = max{||A(t, x)||β + ||F (t, x)|| :
　　　　 t ∈ Jn，||x|| ≤ β}，
　　 E(1) = {y ∈ C(R+) : y(0) = ξ，
　　　 ||y(t)|| ≤ β（t ∈ J1），
　　　 y(t) = y(1)（t ≥ 1），
　　　 ||y(t)− y(s)|| ≤ m(1)|t− s|（t, s ∈ J1），
　　　 ||y(t)− x(t)|| ≤ ε1（t ∈ J1）}，
　　E(n) = {y ∈ C(R+) : y(t) ∈ E(n− 1)（t ∈ Jn−1)，
　　　 y(t) = y(n)（t ≥ n ≥ 2），||y(t)|| ≤ β（t ∈ Jn），
　　　 ||y(t)− y(s)|| ≤ m(n)|t− s|（t, s ∈ Jn）,
　　　 ||y(t)− x(t)|| ≤ εn（t ∈ [tn−1, tn]）}．
自然数 n ≥ 1 と y ∈ E(n)（y(0) = ξ，||y||∞ ≤ β）を固
定し，準線形系 (4.14)を線形化する．
　　　 u′(t) = A(t, y(t))u(t) + F (t, y(t))，
　　　 u(0) = y(0) = x(0) = ξ．
その一意解 uy は，次式で与えられる．

uy(t) = Xy(t)X
−1
y (0)ξ

+

∫ t

0

Xy(t)X
−1
y (s)F (s, y(s))ds (4.17)

（t ≥ 0）

　 (i) uy ∈ E(1) を示す．uy(0) = ξ = y(0) = x(0)．
||uy(t)|| ≤ KeKδ1α+KeKδ1βC ≤ β（t ∈ J1）．
　また，次式が成り立つ．

uy(t) = y(0) +

∫ t

0

A(s, y(s))uy(s)ds

+

∫ t

0

F (s, y(s))ds. (4.18)

式 (4.18)から，||uy(t)− uy(s)||
≤ |

∫ s

t
sup

p∈J1,||u||≤β

{||A(p, u)||β + ||F (p, u)||}ds

≤ m(1)|t− s|（t ∈ J1）．
　さらに，

u′(t) = B(t)u(t) + {A(t, y(t)) − B(t)}u(t) + F (t, y(t))

より，次式を得る．

uy(t) = XB(t)X
−1
B (0)ξ

+

∫ t

0

XB(t)X
−1
B (s){A(s, y(s))−B(s)}uy(s)ds

+

∫ t

0

XB(t)X
−1
B (s)F (s, y(s))ds (4.19)

であり，
||uy(t)− x(t)||
≤

∫∞
0

||XB(t)X
−1
B (s)||||A(s, y(s))−B(s)||dsβ

+
∫∞
0

||XB(t)X
−1
B (s)||||F (s, y(s))||ds = ε1

4 ≤ ε1

（t ∈ J1）．
　 (ii) uy ∈ E(2)を示す．まず，uy(t) ∈ E(1)（t ∈ J1）
は成り立つ．式 (4.17)から，||uy(t)|| ≤ β（t ∈ J2）．
　また，式 (4.18)から，||uy(t)− uy(s)||
≤ |

∫ s

t
supp∈J2,||u||≤β{||A(p, u)||β + ||F (p, u)||}ds

≤ m(2)|t− s|（t ∈ J2）．
　さらに，式 (4.19)と同様に，t ∈ [t1, t2]のとき
uy(t) = XB(t)X

−1
B (t1)uy(t1)

+
∫ t

t1
XB(t)X

−1
B (s){A(s, y(s))−B(s)}uy(s)ds

+
∫ t

t1
XB(t)X

−1
B (s)F (s, y(s))ds

より，t ∈ [t1, t2]のとき，
||uy(t)− x(t)||
≤ +

∫∞
t1

||XB(t)X
−1
B (s)||{||A(s, y(s))−B(s)||dsβ

+ ||F (s, y(s))||}ds ≤ ε1
4 < ε1

を得る．同様に uy ∈ E(n) （n ≥ 2）．
　各 n ∈ N に関し，写像
　　 P : E(n) → E(n)を P(y)(t) = uy(t)（t ∈ R+）
と定める．集合 E(n) ⊂ C(R+)は閉凸コンパクトであ
る．P は，E(n)上で連続．よって，Schauderの不動点
定理から，不動点 yn ∈ E(n)，すなわち

yn(t) = yn(0) +

∫ t

0

A(s, yn(s))yn(s)ds

+

∫ t

0

F (s, yn(s))ds（t ∈ Jn）　　　　　　　　　　(4.20)

が存在し，次の条件がすべて成り立つ．

||yn(t)|| ≤ β，y(t) = y(n)（t ≥ n），

||yn(t)− yn(s)|| ≤ m(n)|t− s|（t, s ∈ Jn），

||yn(t)− x(t)|| ≤ εn（t ∈ [tn−1, tn]） (4.21)

なお t → ∞のとき， lim
n→∞

εn = 0より

　　 lim
n→∞

sup
t∈[tn−1,tn]

||yn(t)− x(t)|| = 0．

さらに，次の関数列 {zn ∈ C(R+) : n ∈ N}を定める．

　　　　 zn(t) =

{
yn(t) (t ∈ [0, tn] = Jn)

yn(tn) (t ≥ tn)
．

（これは既に，定義されている）
　Ascoli-Arzelàの定理から，部分列 {zn(k) ∈ E(n(k)) :

k ∈ N} ⊂ {zn ∈ E(n) : n ∈ N}と z0 ∈ C(R+)が存在
し，部分列 {zn(k) : k ∈ N}は，z0にR+上で広義一様
収束する．また，z0は初期条件 z0(0) = ξを満たす準線
形系 (4.14)の解で， lim

t→∞
||z0(t)− x(t)|| = 0を満たす．

　逆を示す．準線形系 (4.15)のゼロ解は一様有界である
から，十分大の β > α > ||ξ||（初期値 ξ ∈ Rm）をとれ
ば，次式 (i) - (iii)が成り立つ．
　 (i)

∫∞
0

||F (s, x)||ds ≤ βC（||x|| ≤ β）．
　 (ii)線形系 (4.15)の解x(t) = x(t; 0, ξ)は，||x(t)|| ≤ β

（t ≥ 0，||ξ|| ≤ α）．
　 (iii) 準線形系 (4.15)解 z(t) = z(t; 0, ξ)は，||ξ|| ≤ α

ならば，||z(t)|| ≤ β （t ∈ R+），
　今後，準線形系 (4.14) の解 y(t) = y(t; 0, ξ) に対し，
lim
t→∞

||y(t) − z(t)|| = 0 なる線形系 (4.15) の解 z(t) =

z(t; 0, ξ)の存在を示す．条件 (3)から，関数x ∈ E1(n) ⊂
C(R+)（n ∈ N，E1(n)は後述，x(0) = ξ）から準線形
系 (4.14)を線形化した y′(t) = A(t, x(t))y(t)+F (t, x(t))

から得られる解 yn（n ∈ N）の点列 {yn ∈ C(R+) : n ∈
N}に対し，Schauderの不動点定理を応用して得られる
準線形系 (4.14)の解（不動点）y(t) = y(t; 0, ξ)は，線形
系 (4.15)の解 z(t) = z(t; 0, ξ)に，t → ∞のとき漸近す
ることを示せばよい．線形系 (4.15)の解 z(t) = z(t; 0, ξ)

を固定する．
　点列 {εn > 0 : n ∈ N , εn+1 <

εn
2
, lim
n→∞

εn = 0}，
　　 {tn ≥ 0 : n ∈ Z+, tn < tn+1, lim

n→∞
tn = ∞}，

　　 {m1(n) ≥ 0 : n ∈ N}，
　 E1(n) = {x ∈ C(R+) : n ∈ N} を次に定める．
　　 1

2ε1 = K{
∫∞
t1

sup
||x||≤β

||A(s, x)−B(s)||βds

+
∫∞
t1

sup
||x||≤β

||F (s, x)||ds}，εn+1 < εn
2 （n ≥ 1）．

点列 {tn ≥ 0 : t0 = 0，tn−1 < tn（n ≥ 1）,
lim

n→∞
tn = ∞．かつ次条件(4.22)を満たす }：

1

2
εn ≥ K

∫ ∞

tn

sup
||x||≤β

{||A(s, x)−B(s)||ds

+ sup
||x||≤a1

||F (s, x)||}ds（n ≥ 1） (4.22)

ここで，Jn = [0, tn]（n ≥ 1）とし，次の点列 {m1(n) ≥
0 : n ≥ 1}，関数集合 {E1(n) : n ≥ 1}を定義する．
　　m1(n) = max{||A(s, x)||β + ||F (s, x)|| :
　　 s ∈ Jn, ||x|| ≤ β}，
　 E1(1) = {x ∈ C(R+) : x(0) = ξ，
　　 x(t) = x(1)（t ≥ 1），
　　 ||x(t)|| ≤ β（t ∈ J1），
　　 ||x(t)− x(s)|| ≤ m(1)|t− s|（t, s ∈ J1），
　　 ||x(t)− z(t)|| ≤ ε1（t ∈ [0, t1]）}，
　 E1(n) = {x ∈ C(R+) : x(t) ∈ E1(n− 1)(t ∈ Jn−1),

　　 x(t) = x(n)（t ≥ n)，
　　 ||x(t)|| ≤ β（t ∈ Jn），
　　 ||x(t)− x(s)|| ≤ m1(n)|t− s|(t, s ∈ Jn),

　　 ||x(t)− z(t)|| ≤ εn（t ∈ [tn−1, tn]）}．
自然数 n ≥ 1と x ∈ E1(n)（x(0) = ξ，||x||∞ ≤ β）を
固定し，準線形系 (4.14)を線形化する．
　　　 u′(t) = A(t, x(t))u(t) + F (t, x(t))，
　　　 u(0) = x(0) = z(0) = ξ．
その一意解 ux は，次式で与えられる．

ux(t) = Xx(t)X
−1
x (0)ξ

+

∫ t

0

Xx(t)X
−1
x (s)F (s, x(s))ds（t ≥ 0）(4.23)

　 (ai) ux ∈ E1(1)（x ∈ E1(1)）を示す．ux(0) = ξ =

x(0) = z(0)．||ux(t)|| ≤ KeKδ1α+KeKδ1βC ≤ β（t ∈
J1）．
　また，次式が成り立つ．

ux(t) = x(0) +

∫ t

0

A(s, x(s))ux(s)ds

+

∫ t

0

F (s, x(s))ds (4.24)

式 (4.24)から，||ux(t)− ux(s)||
≤ |

∫ s

t
sup

p∈J1,||u||≤β

{||A(p, u)||β + ||F (p, u)||}ds

≤ m(1)|t− s|（t ∈ J1）．
　さらに，u′

x(t) = B(t)ux(t)+{A(t, x(t))−B(t)}ux(t)

+ F (t, x(t))とみなすと，次式を得る．

ux(t) = XB(t)X
−1
B (0)ξ

+

∫ t

0

XB(t)X
−1
B (s){A(s, x(s))−B(s)}ux(s)ds

+

∫ t

0

XB(t)X
−1
B (s)F (s, x(s))ds (4.25)

z(t) = XB(t)ξ であり，||ux(t)− z(t)||
≤

∫∞
0

||XB(t)X
−1
B (s)||||A(s, x(s))−B(s)||dsβ

+
∫∞
0

||XB(t)X
−1
B (s)||||F (s, x(s))||ds = ε1

2 ≤ ε1（t ∈
J1）．
　 (aii) ux ∈ E1(2)（x ∈ E1(2)）を示す．まず，ux(t) ∈
E1(1)（t ∈ J1）は成り立つ．式 (4.23)から，||ux(t)|| ≤ β

（t ∈ J2）．
　また，式 (4.24)から，||ux(t)− ux(s)||
≤ |

∫ s

t
sup

p∈J2,||u||≤β

{||A(p, u)||β + ||F (p, u)||}ds

≤ m(2)|t− s|（t ∈ J2）．
　さらに，式 (4.25)と同様に，t ∈ [t1, t2]のとき
ux(t) = XB(t)X

−1
B (t1)ux(t1)

+
∫ t

t1
XB(t)X

−1
B (s){A(s, x(s))−B(s)}ux(s)ds

+
∫ t

t1
XB(t)X

−1
B (s)F (s, x(s))ds

より，t ∈ [t1, t2]のとき，||ux(t)− z(t)||
≤ +

∫∞
t1

||XB(t)X
−1
B (s)||{||A(s, x(s))−B(s)||dsβ

+ ||F (s, x(s))||}ds ≤ ε2
2 < ε2 を得るから，ux ∈ E1(2)

（x ∈ E1(2)）．同様に ux ∈ E(n)（x ∈ E1(n)，n ≥ 2）．
　各 n ∈ N に関し，写像
　 P1 : E1(n) → E1(n)を [P1(x)](t) = ux(t)（t ∈ R+）
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と定める．集合E1(n) ⊂ C(R+)は閉凸コンパクトであ
る．P1 は，E1(n)上で連続である．よって，Schauder

の不動点定理から，不動点 un ∈ E1(n)，すなわち

un(t) = un(0) +

∫ t

0

A(s, un(s))un(s)ds

+

∫ t

0

F (s, un(s))ds（t ∈ Jn） (4.26)

が存在し，次の条件がすべて成り立つ．

||un(t)|| ≤ β，un(t) = un(n)（t ≥ n）

||un(t)− un(s)|| ≤ m1(n)|t− s|

（t, s ∈ Jn） (4.27)

　 ||un(t)− z(t)|| ≤ εn （t ∈ [tn−1, tn]）
なお t → ∞のとき， lim

n→∞
εn = 0より

　　 lim
n→∞

sup
t∈[tn−1,tn]

||un(t)− z(t)|| = 0．

さらに，次の関数列 {xn ∈ C(R+) : n ∈ N}を定める．

　　　　 xn(t) =

{
un(t) (t ∈ [0, tn] = Jn)

un(tn) (t ≥ tn)
．

（これは既に，定義されている）
　Ascoli-Arzelàの定理から，部分列 {xn(k) ∈ E(n(k)) :

k ∈ N} ⊂ {xn ∈ E(n) : n ∈ N}と x0 ∈ C(R+)が存
在し，部分列 {xn(k) : k ∈ N}は，x0 に R+ 上で広義
一様収束する．また，x0 は初期条件 x0(0) = ξ を満た
す準線形系 (4.14)の解で， lim

t→∞
||x0(t)− z(t)|| = 0を満

たす．

　最後の例では，文献 1)の問題 8.11（証明なし）につ
いて，その証明に関し，考察を与える．

例 4.7 次の 2式

x′(t) = A(t, x(t)) (4.28)

y′(t) = A(t, y(t)) + F (t, y(t)) (4.29)

を考え，次の条件 (1) - (3)を仮定する．
　 (1) C1 級の関数 A(t, x) : R+ × Rm → Rm は，
Ax = ∂A

∂x とおき，
　　　　 ||Ax(t, x)|| ≤ p(t)（x ∈ Rm，t ∈ R+）．
　 (2) 連続関数 F (t, x) : R+ ×Rm → Rm は，
　　　　 ||F (t, x)|| ≤ q(t)（x ∈ Rm，t ∈ R+）
　 (3)

∫∞
0

p(s)ds = P < ∞，
∫∞
0

q(s)ds = Q < ∞．
　このとき，結論 (I), (II)を得る．
　 (I) 式 (4.28)の解はすべて，t → ∞で存在する．
　 (II) 式 (4.28)の任意の解 x(t)に対し，摂動系 (4.29)

のある解 y(t)が存在して, 次式が成り立つ．
　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞） ．
　考察　 (I) テイラーの定理から
　　 A(t, x) = A(t,0) +Ax(t, θx)x（0 < θ < 1）
より，式 (4.28)の一意解 x(t) = x(t; τ, ξ)は存在する限

り，
　　 x(t) = ξ +

∫ t

τ
Ax(s, θx(s))x(s)ds+

∫ t

τ
A(s,0)ds．

よって，
　 ||x(t)|| ≤ ||ξ||+

∫ t

τ
||A(s,0)||ds+

∫ t

τ
p(s)||x(s)||ds

を得て，Gronwallの不等式から，任意の T ≥ 0に対し
　　　　 ||x(t)|| ≤ (||ξ||+

∫ T

τ
||A(s,0)||ds)eP

（0 ≤ t ≤ T）．よって，解 x(t)は t → ∞で存在する．
　 (II) 式 (4.28) の解 x(t) を任意に固定する．摂動系
(4.29) の解 y(t) = y(t; τ, ξ) は，区間 U(R) = [0, R)

（R > 0）で存在すると仮定する．u(t) = y(t) − x(t)，
C(t, u) = A(t, u+x(t))−A(t, x(t))，F0(t, u) = F (t, u+

x(t))とおくと，任意のR > 0, T ≤ τ につき次式が成り
立つ．
　　 max

u∈U(R)

∫ T

τ
||C(s, u)||ds < ∞，

　　 max
u∈U(R)

∫ T

τ
||F0(s, u)||ds < ∞．

ゆえに T = ∞としてよいから，y(t)は t → ∞で存在
する．また，u(t)は，次式を満たす．
　　 u(t) = −

∫∞
t

C(s, u(s))ds−
∫∞
t

F0(s, u(s))ds．
（t ≥ τ）．従って，次式が成り立つ．
　　　 ||y(t)− x(t)|| = ||u(t)|| → 0（t → ∞）.

　次の例では例 4.7に有界条件を課して，有界漸近同値
の結果を得ている．

例 4.8 例 4.7の条件 (1) - (3)に加えて，次の条件を仮
定する．

　 (4)

∫ ∞

0

||A(s,0)||ds = C1 < ∞．

　このとき，次の結論 (I) - (III)を得る．
　 (I) 式 (4.28)は一様有界 [UB]．
　 (II) 摂動系 (4.29)は一様有界 [UB]．
　 (III) 摂動系 (4.28)，(4.29)は有界漸近同値である．
　証明方針　 (I) 式 (4.28) の解 x(t) = x(t; τ, ξ) は，
Gronwallの不等式等から
||x(t)|| ≤ (||ξ||+ C1)e

P（t ≥ τ）．
　 (II) 式 (4.29)の y(t) = y(t; τ, ξ)につき，
　　 y(t) = x(t)−

∫∞
t

C(s, u(s) + x(s))ds

　　　　　　−
∫∞
t

F0(s, u(s) + x(s))ds

（行列 C，関数 F0 は例 4.7と同じ）から，
　　 ||y(t)|| ≤ ||x(t)||+ C1 + P (||ξ||+ C1)e

P +Q

を得る（t ≥ τ）．
　 (III)例 4.7の証明 (II)と同じ．

5 おわりに

本研究では，2つの常微分方程式
　　 x′(t) = X(t, x(t))

　　 y′(t) = Y (t, y(t))

が漸近同値であることの定義を複数を述べている．さら
に，その十分条件に関し，Gronwallの不等式，Bihariの
不等式，Schauderの不動点定理，Ascoli-Arzeláの定理
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と定める．集合E1(n) ⊂ C(R+)は閉凸コンパクトであ
る．P1 は，E1(n)上で連続である．よって，Schauder

の不動点定理から，不動点 un ∈ E1(n)，すなわち

un(t) = un(0) +

∫ t

0

A(s, un(s))un(s)ds

+

∫ t

0

F (s, un(s))ds（t ∈ Jn） (4.26)

が存在し，次の条件がすべて成り立つ．

||un(t)|| ≤ β，un(t) = un(n)（t ≥ n）

||un(t)− un(s)|| ≤ m1(n)|t− s|

（t, s ∈ Jn） (4.27)

　 ||un(t)− z(t)|| ≤ εn （t ∈ [tn−1, tn]）
なお t → ∞のとき， lim

n→∞
εn = 0より

　　 lim
n→∞

sup
t∈[tn−1,tn]

||un(t)− z(t)|| = 0．

さらに，次の関数列 {xn ∈ C(R+) : n ∈ N}を定める．

　　　　 xn(t) =

{
un(t) (t ∈ [0, tn] = Jn)

un(tn) (t ≥ tn)
．

（これは既に，定義されている）
　Ascoli-Arzelàの定理から，部分列 {xn(k) ∈ E(n(k)) :

k ∈ N} ⊂ {xn ∈ E(n) : n ∈ N}と x0 ∈ C(R+)が存
在し，部分列 {xn(k) : k ∈ N}は，x0 に R+ 上で広義
一様収束する．また，x0 は初期条件 x0(0) = ξ を満た
す準線形系 (4.14)の解で， lim

t→∞
||x0(t)− z(t)|| = 0を満

たす．

　最後の例では，文献 1)の問題 8.11（証明なし）につ
いて，その証明に関し，考察を与える．

例 4.7 次の 2式

x′(t) = A(t, x(t)) (4.28)

y′(t) = A(t, y(t)) + F (t, y(t)) (4.29)

を考え，次の条件 (1) - (3)を仮定する．
　 (1) C1 級の関数 A(t, x) : R+ × Rm → Rm は，
Ax = ∂A

∂x とおき，
　　　　 ||Ax(t, x)|| ≤ p(t)（x ∈ Rm，t ∈ R+）．
　 (2) 連続関数 F (t, x) : R+ ×Rm → Rm は，
　　　　 ||F (t, x)|| ≤ q(t)（x ∈ Rm，t ∈ R+）
　 (3)

∫∞
0

p(s)ds = P < ∞，
∫∞
0

q(s)ds = Q < ∞．
　このとき，結論 (I), (II)を得る．
　 (I) 式 (4.28)の解はすべて，t → ∞で存在する．
　 (II) 式 (4.28)の任意の解 x(t)に対し，摂動系 (4.29)

のある解 y(t)が存在して, 次式が成り立つ．
　　　　 ||x(t)− y(t)|| → 0（t → ∞） ．
　考察　 (I) テイラーの定理から
　　 A(t, x) = A(t,0) +Ax(t, θx)x（0 < θ < 1）
より，式 (4.28)の一意解 x(t) = x(t; τ, ξ)は存在する限

り，
　　 x(t) = ξ +

∫ t

τ
Ax(s, θx(s))x(s)ds+

∫ t

τ
A(s,0)ds．

よって，
　 ||x(t)|| ≤ ||ξ||+

∫ t

τ
||A(s,0)||ds+

∫ t

τ
p(s)||x(s)||ds

を得て，Gronwallの不等式から，任意の T ≥ 0に対し
　　　　 ||x(t)|| ≤ (||ξ||+

∫ T

τ
||A(s,0)||ds)eP

（0 ≤ t ≤ T）．よって，解 x(t)は t → ∞で存在する．
　 (II) 式 (4.28) の解 x(t) を任意に固定する．摂動系
(4.29) の解 y(t) = y(t; τ, ξ) は，区間 U(R) = [0, R)

（R > 0）で存在すると仮定する．u(t) = y(t) − x(t)，
C(t, u) = A(t, u+x(t))−A(t, x(t))，F0(t, u) = F (t, u+

x(t))とおくと，任意のR > 0, T ≤ τ につき次式が成り
立つ．
　　 max

u∈U(R)

∫ T

τ
||C(s, u)||ds < ∞，

　　 max
u∈U(R)

∫ T

τ
||F0(s, u)||ds < ∞．

ゆえに T = ∞としてよいから，y(t)は t → ∞で存在
する．また，u(t)は，次式を満たす．
　　 u(t) = −

∫∞
t

C(s, u(s))ds−
∫∞
t

F0(s, u(s))ds．
（t ≥ τ）．従って，次式が成り立つ．
　　　 ||y(t)− x(t)|| = ||u(t)|| → 0（t → ∞）.

　次の例では例 4.7に有界条件を課して，有界漸近同値
の結果を得ている．

例 4.8 例 4.7の条件 (1) - (3)に加えて，次の条件を仮
定する．

　 (4)

∫ ∞

0

||A(s,0)||ds = C1 < ∞．

　このとき，次の結論 (I) - (III)を得る．
　 (I) 式 (4.28)は一様有界 [UB]．
　 (II) 摂動系 (4.29)は一様有界 [UB]．
　 (III) 摂動系 (4.28)，(4.29)は有界漸近同値である．
　証明方針　 (I) 式 (4.28) の解 x(t) = x(t; τ, ξ) は，
Gronwallの不等式等から
||x(t)|| ≤ (||ξ||+ C1)e

P（t ≥ τ）．
　 (II) 式 (4.29)の y(t) = y(t; τ, ξ)につき，
　　 y(t) = x(t)−

∫∞
t

C(s, u(s) + x(s))ds

　　　　　　−
∫∞
t

F0(s, u(s) + x(s))ds

（行列 C，関数 F0 は例 4.7と同じ）から，
　　 ||y(t)|| ≤ ||x(t)||+ C1 + P (||ξ||+ C1)e

P +Q

を得る（t ≥ τ）．
　 (III)例 4.7の証明 (II)と同じ．

5 おわりに

本研究では，2つの常微分方程式
　　 x′(t) = X(t, x(t))

　　 y′(t) = Y (t, y(t))

が漸近同値であることの定義を複数を述べている．さら
に，その十分条件に関し，Gronwallの不等式，Bihariの
不等式，Schauderの不動点定理，Ascoli-Arzeláの定理

を応用することにより，先行結果の別証明や，および新
しい結果を証明している．
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