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The purpose of this study is to estimate the credit risk of individual local governments by taking into account liquidity risk 

through a method based on the concept of the straight coupon bond cross-sectional market (SCBCSM), a model for the price valuation 

of corporate bonds proposed by Tsuda (2002,2006). By obtaining credit risk information, such as the probability of default, from the 

market price of the bonds, this model uses the price fluctuation structure between bonds to estimate the implied default probability. It 

is assumed that municipal bond defaults will not occur in Japan's local financial system, thanks to a variety of institutions, but since 

there is no guarantee that debt payments will be made on time, bond prices are believed to be set at levels that reflect the credit risk 

involved. In this study, we estimated a model for municipal bond price valuation using market price data for municipal bonds issued 

by prefectures and could obtain further information regarding differences in the term structures of implied default probabilities between 

those prefectures by taking into account liquidity risk of municipal bond market. 
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地方債市場の流動性リスクを考慮した地方自治体の信用リスク評価 

稲田 直之，津田 博史

 はじめに
本研究は 津田 により提案された

社債価格評価モデル

のコンセプトに準拠した

方法により 地方公共団体が財政上必要とする資金

を調達するために発行した地方債の価格評価モデ

ルを推定し そのモデルを通じて各地方公共団体の

信用リスクを推定することが目的である 従来の地

方自治体の財政破綻リスク，すなわち，信用リスク

評価手法は，地方の財政状態に基づき，定量的に評

価したスコアリングモデルを用いて財政破綻の可

能性，信用リスクを評価する方法が主であった．ま

た，これまでの方法では，破綻するかしないかの可

能性に関する情報に限定されていたが，このモデル

は 債券の市場価格から累積デフォルト確率の期間

構造などの信用リスク情報を得るアプローチをと

っており 銘柄間の価格変動構造を通して インプ

ライドなデフォルト確率を推定するものである 日

本の地方財政制度は さまざまな制度を通じて 地

方債がデフォルトすることはないとされているが

債務に関する支払いが期日通りに執行されること

が保証されていないことから 信用リスクが反映し

た形で価格が形成されていると考えられる 本研究

では 年から 年までの各年度末の地方債

に対して信用リスク評価を行ったものから，東京都

債から推定した流動性リスクを除き，各都道府県の
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インプライドなデフォルト確率を推定している．流

動性リスクを考慮することで，各都道府県の期間構

造の相違 そして 各都道府県の信用リスクのラン

ク分類が前回の研究報告 よりも評価することが

出来た．本論文は，第 章で地方債に関して説明し，

次に第 章で研究の目的や背景に関して述べる．続

いて，第 章で研究の理論や分析手法を紹介し，最

後の第 章で分析結果に関して述べる．

２．地方債に関して

地方債

地方債は，「地方公共団体が一般会計年度を越え

て借り入れるために発行する公募債」である．地方

債を国内の資金調達元から分類すると，先ず，政府

系資金（財政融資資金による地方債，公営企業金融

公庫基金による地方債）と，民間資金（銀行等引受

資金による地方債，市場公募資金による地方債）に

分けられる．本研究では，これらの地方債の内，市

場公募資金による地方債である市場公募地方債を

分析対象とする．

地方債は，信用リスクのある債券市場の中で社債

に次いで現存量が多く， 年度末時点で約 兆

円， 年度に発行された地方債は 銘柄であ

る．普通社債が 銘柄で，約 兆円であること

を考えると，普通社債とほぼ同じ市場規模があるこ

とがわかる．

また，市場公募資金による 年度の地方債発

行額は約 兆円と多く，現在の発行額よりも今後

拡大することが予測される．

地方債の信用リスクとは

本研究における地方債の信用リスクとは，「利

子や元本の期日通りの支払いが確保されない可能

性」と定義し，累積デフォルト確率で表現する．

本研究では，地方自治体の信用リスクを評価する際，

地方債の信用リスクと地方自治体の信用リスクは

同等であると仮定する．

３．本研究の背景

先行研究

第 章で紹介したように，債券市場の中での地方

債の存在感は年々高まっているが，地方債の信用

リスクに関する先行研究は少なく，主に地方債と

国債の金利差 地方債の対国債スプレッド がどの

ような要因によって変化するのかを研究するもの

が多かった．例えば，王（ ）５ は，債券と国

債の金利差が生じる要因の一つに流動性リスクが

あることを取り上げている．また，神楽岡

（ ）６ は金利差が生じる要因に，債券市場特

有のシステマティックリスクがあることを挙げて

いる．

一方で，地方債の価格に着目をし，地方債の発

行体である地方自治体のリスクを推定する研究は

これまであまり行われていない．

 

本研究の目的

本研究の目的は，地方自治体の累積デフォルト

確率 信用リスク の期間構造を，流動性リスクを

考慮した形で推定することである．

従来の地方債の信用リスクに関する研究では，

国債とのスプレッドが全て信用リスクと仮定をし

ていたが，今回の分析では流動性リスクを考慮し

た．したがって，本研究における地方自治体の累

積デフォルト確率の期間構造の情報は，投資家に

対して地方債投資判断のためのより詳細な情報を

与えることができ，地方自治体にとっては地方自

治体の財政政策を考える上での意思決定情報にな

りうる．

４．分析方法

本研究は津田 ， により提案された

社債価格評価モデルのコンセプトに準拠した方法

により，銘柄間の価格変動構造から地方自治体の

累積デフォルト確率の期間構造を推定する．社債

価格評価モデルは，債券の市場価格からデフォル

ト確率などの信用リスク情報を得るアプローチを

とっており，銘柄間の価格変動構造を考慮し，一

般化最小二乗法を用いることで，インプライドな

累積デフォルト確率の期間構造を推定することが

可能なモデルである．
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地方債価格モデルによる地方自治体の累積デ

フォルト確率の推定

この節では，社債価格評価モデルのコンセプト

に準拠した方法を用いて，地方債価格モデルを定

式化し，地方自治体の累積デフォルト確率を推定

する．その際，以下の順で説明していく．

①まず，国債価格モデルから平均割引関数を求

める．これは，地方債価格モデルを考える際に無

リスクの平均割引関数が必要となるためである．

流れとしては，

国債価格モデルとは何かを説明し，

国債価格モデルから平均割引関数を求める．

②次に，東京都債から流動性リスク割引関数を

求める 流動性リスク割引関数とは，地方債と国債

のスプレッドの中には，信用リスクによるスプレ

ッドと流動性によるスプレッドに分けられると考

えられる．地方債の中で最も信用リスクの小さい

東京都債から流動性による増加割合を仮定し，流

動性リスク割引関数を求める．

③そして，地方債価格モデルを推定する．地方

債価格モデルとは，国債価格モデルに信用リスク

累積デフォルト確率関数で表現したもの を考慮

したモデルである．

モデルの定式化の順序としては，

累積デフォルト確率の定式化をし，

地方債の期待キャッシュ・フローを定式化す

る．

その後，地方債価格モデルの定式化を行う．

④最後に，一般化最小二乗法を用いて地方債価格

データから地方債価格モデルの累積デフォルト確

率関数の係数を推定することで，地方自治体の累積

デフォルト確率の期間構造を求める．

 
① 国債価格モデルから無リスク平均割引関数を

求める 
国債価格モデルとは

国債価格モデルとは，国債の理論価格を統計的

モデルで表現したものであり，国債とは，一定の

期間間隔で事前に定めた利息 クーポンと呼ばれ

る ，及び，償還時点で元本 額面金額 円 を支

払うことを約束した債務証書である．

ある国債𝑖𝑖の理論価格𝑃𝑃とは，将来時点で発生す
る各キャッシュ・フロー𝐶𝐶(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)を，その期間𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖に対

応した割引率𝐷𝐷(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)で割り引いた現在価値の合計の
値と考えられる．

次に，国債の理論価格を式で表現する際の期間

𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖やキャッシュ・フロー𝐶𝐶(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)，割引率𝐷𝐷(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)の表
現を説明していく．

キャッシュ・フローに関しては，本研究におい

て信用リスク デフォルトの可能性 がないと考え

ている国債に関して，現時点を𝑡𝑡とし，ある国債𝑖𝑖
のキャッシュ・フローの発生する時点は，ある国

債𝑖𝑖に依存する．それらを
(𝑡𝑡 <)𝑡𝑡𝑖𝑖1 < 𝑡𝑡𝑖𝑖2 < ⋯ < 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑡𝑡) (1)  

とし，各キャッシュ・フローの発生する時点を現

時点𝑡𝑡からみた期間で，以下のように表現する．
𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑡𝑡 (𝑗𝑗 = 0, … , 𝑀𝑀(𝑖𝑖)), 𝑡𝑡𝑖𝑖0 = 𝑡𝑡, 𝑠𝑠𝑖𝑖0 = 0 

ここで𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖) = 𝑡𝑡 + 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖)はある国債𝑖𝑖の満期時点であ
り，𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖)は，現時点𝑡𝑡からみた償還期間となる．年
回クーポン𝐶𝐶が支払われるある国債𝑖𝑖（利付債）の
場合，各キャッシュ・フローは，

𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖1) = 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖2) = ⋯ = 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖)−1)
= 0.5𝑐𝑐 , 

 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖)) = 100 + 0.5𝑐𝑐 

(2)  

である．

割引率は，各キャッシュ・フロー期間に対応し

て，𝐷𝐷(𝑠𝑠)(0 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)と表現する．
したがって，国債の理論価格は以下の式で表現

できる．

𝑃𝑃𝑖𝑖 = 𝐶𝐶(𝑠𝑠𝑖𝑖1)𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖1) + 𝐶𝐶(𝑠𝑠𝑖𝑖2)𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖2) + ⋯
+ 𝐶𝐶(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖))𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖))

= ∑ 𝐶𝐶(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)
𝑀𝑀(𝑖𝑖)

𝑗𝑗=1
 

(3)  

国債の理論価格をモデル化する際は，ある１銘

柄の理論価格を考える場合とキャッシュ・フロー

が発生する期間𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖の記号が変わり，分析対象の𝑁𝑁
銘柄すべてのキャッシュ・フローの発生時点を小

さい順に並べて，次のように表す．
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𝑠𝑠𝑎𝑎1 < 𝑠𝑠𝑎𝑎2 < ⋯ < 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎 , 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎

= 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 {𝑠𝑠1𝑀𝑀(1), … , 𝑠𝑠𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑁𝑁)} 
(4)  

ここで，𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎の𝑎𝑎は，𝑁𝑁銘柄すべてのキャッシ
ュ・フローの発生時点を表す．  

以上から，国債の理論価格を表現した国債価格

モデルは，

𝑃𝑃𝑖𝑖(0) = ∑ 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎) 
𝑀𝑀

𝑚𝑚=1

  (𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎 ≠ 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖のとき 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑆𝑆𝑎𝑎𝑎𝑎) = 0)
(5)  

となる．

国債価格モデルから平均割引関数を求める． 
国債価格モデルから求める無リスク平均割引関

数 信用リスクのない債券の平均割引関数 は，地

方債価格モデルから累積デフォルト確率を求める

際に利用する．

将来のキャッシュ・フローが確定的な信用リスク

のない国債などの債券を考えた場合，式 から分

かるように，確率変数である市場価格との関係で，

割引率が確率変数となる．したがって，割引関数𝐷𝐷𝑖𝑖

について定式化する必要がある．満期での元本

円の返済も含めて将来の𝑀𝑀回発生するキャッシュ・
フローに対して割引率が𝑀𝑀個存在することから，国
債価格と割引率は， 対 対応しておらず，割引関

数の確率プロセスを考える必要がある．それは，第

𝑖𝑖国債の𝑡𝑡時点での価格変動構造を推定することに
なり，割引率を期間の関数と考えた割引関数モデル

が必要となる．  
 したがって，本稿では，平均割引関数として以下
の多項式を仮定する． 

𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠) = 1 + ∑ 𝛿𝛿𝑗𝑗(𝑧𝑧𝑖𝑖)𝑠𝑠𝑗𝑗
𝑝𝑝

𝑗𝑗=1
 (6)  

ここで，𝑝𝑝次の多項式の係数は，𝑞𝑞個の銘柄属性に
依存する関数である．また，その係数は銘柄属性の

次の線形関数  
𝛿𝛿𝑗𝑗(𝑧𝑧𝑖𝑖) = 𝛿𝛿𝑗𝑗1𝑧𝑧𝑖𝑖1 + 𝛿𝛿𝑗𝑗2𝑧𝑧𝑖𝑖2 + ⋯ + 𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 (7)  

であるということを仮定する．未知パラメータ𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗

は，銘柄全てに対して共通である．したがって，

𝑁𝑁個の個別債券価格から𝑝𝑝 × 𝑞𝑞個の銘柄共通なパラ
メータ𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗を推定することになる．

このとき，式 より第𝑖𝑖国債の𝑡𝑡時点の市場価格
𝑃𝑃𝑖𝑖(0)は

𝑃𝑃𝑖𝑖(0) = 𝐶𝐶′𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖 = 𝐶𝐶′
𝑖𝑖(𝐷𝐷𝑖̅𝑖 + 𝛥𝛥) = 𝐶𝐶′𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖̅𝑖 + 𝜂𝜂𝑖𝑖 (8)  

と表現される．ここで，

𝐷𝐷𝑖̅𝑖 = 𝐸𝐸(𝐷𝐷𝑖𝑖) , 𝛥𝛥 = 𝐷𝐷𝑖𝑖 − 𝐷𝐷𝑖̅𝑖 , 𝜂𝜂𝑖𝑖 = 𝐶𝐶′
𝑖𝑖𝛥𝛥

𝐶𝐶𝑖𝑖 = (𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′,
 𝐷𝐷𝑖𝑖 = (𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′

(9)  

である．式 の𝜂𝜂𝑖𝑖は，市場価格𝑃𝑃𝑖𝑖(0)において将来
キャッシュ・フローが確率的割引率によって割り

引かれた部分である．その価格変動の定式化にあ

たっては，現実に観察される次の つの債券価格変

動特性を考慮する． 

償還期間𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖)が短くなると債券価格𝑃𝑃𝑖𝑖(0)の変
動が小さくなること．  

銘柄𝑖𝑖と銘柄𝑢𝑢との間の償還期間差
|𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖) − 𝑠𝑠𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑢𝑢)|が小さいものほど連動性が高い
こと． 

つまり，各銘柄𝜂𝜂𝑖𝑖の分散が償還時点に近づくにつ

れて小さくなること．また，銘柄間の償還期間差

が大きいほど，𝜂𝜂𝑖𝑖の連動性が低くなる事を考慮す

る 以上から，国債価格モデルは，次の式で表現で

きる． 
𝑦𝑦 = 𝑋𝑋𝛽𝛽 + 𝜂𝜂 (10)  

ここで，

𝑦𝑦 = (𝑦𝑦1 , … , 𝑦𝑦𝑁𝑁)′, 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝑖𝑖 − ∑ 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑀𝑀

𝑚𝑚=1
 ,

𝛽𝛽1 = (𝛿𝛿1 , … , 𝛿𝛿𝑝𝑝) , 𝛿𝛿𝑘𝑘 = (𝛿𝛿𝑘𝑘1, … , 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘)′,
𝑋𝑋 = (𝑥𝑥1, … 𝑥𝑥𝑁𝑁)′, 𝑥𝑥𝑖𝑖 = (𝑢𝑢𝑖𝑖1, … , 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖)′,

𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑢𝑢𝑖𝑖1𝑟𝑟 , … , 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)′,

  𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑟𝑟 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)

𝑀𝑀

𝑚𝑚=1
 ,

𝜂𝜂 = (𝜂𝜂1, … , 𝜂𝜂𝑁𝑁)′,  
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜂𝜂) = 𝜎𝜎𝐵𝐵

2𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖
′𝛷𝛷𝑖𝑖𝑖𝑖𝐶𝐶𝑢𝑢 = 𝜎𝜎𝐵𝐵

2𝐵𝐵

(11)  

である．この時，

(𝑦𝑦 − 𝑋𝑋𝛽𝛽1)′{𝐵𝐵(𝜌𝜌𝐵𝐵)}−1(𝑦𝑦 − 𝑋𝑋𝛽𝛽1) (12)  
を，𝛽𝛽1 , 𝜌𝜌𝐵𝐵 に関して最小にすることで，一般化最

小二乗推定量

𝛽𝛽1̂ = (𝑋𝑋′{𝐵𝐵(𝜌𝜌𝐵̂𝐵)}−1𝑋𝑋)−1𝑋𝑋′{𝐵𝐵(𝜌𝜌𝐵̂𝐵)}−1𝑦𝑦 (13)  
を得る．𝛽𝛽1̂ = (𝛿𝛿1̂, … , 𝛿𝛿𝑝̂𝑝)が得られたことにより，
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平均割引関数𝐷𝐷𝑖̅𝑖(𝑠𝑠)が求められる．
② 東京都債から流動性リスク割引関数を求める

東京都は他の地方自治体と比較し，経常収支比

率や公債費負担比率，財政力指数が良く信用リス

クは低いと考えられる．

流動性リスク割引関数の定式化を行う．

流動性リスク割引関数は，東京都債価格から，

国債価格モデルに沿って行う．

流動リスク割引関数は，以下の𝑝𝑝次の多項式で表
現する．すなわち，地方債の流動性リスク割引関

数として，

𝑈𝑈(𝑠𝑠) =  𝜒𝜒1𝑠𝑠 + ⋯ +  𝜒𝜒𝑝𝑝𝑠𝑠𝑝𝑝   (14)  
を仮定する．式 の未知パラメータ𝜒𝜒1, … , 𝜒𝜒𝑞𝑞

は，銘柄すべてに共通である．東京都債価格モデ

ルも国債価格モデルと同じ仮定を置く為，次の式

で表現できる

𝑦𝑦 = 𝑋𝑋𝛽𝛽 + 𝜇𝜇 (15)  
ここで，

𝑦𝑦 = (𝑦𝑦1 , … , 𝑦𝑦𝑁𝑁)′,  

𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝑖𝑖 − ∑ 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝑀𝑀

𝑚𝑚=1
 ,

𝛽𝛽2 = (𝜒𝜒1 , … , 𝜒𝜒𝑝𝑝) , 𝛿𝛿𝑘𝑘 = (𝛿𝛿𝑘𝑘1, … , 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘)′,
𝑋𝑋 = (𝑥𝑥1, … 𝑥𝑥𝑁𝑁)′, 𝑥𝑥𝑖𝑖 = (𝑢𝑢𝑖𝑖1, … , 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖)′,

𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝑢𝑢𝑖𝑖1𝑟𝑟 , … , 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)′,

  𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∑ 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑟𝑟 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)

𝑀𝑀

𝑚𝑚=1
 ,

𝜇𝜇 = (𝜇𝜇1, … , 𝜇𝜇𝑁𝑁)′,  
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜂𝜂) = 𝜎𝜎𝑄𝑄

2𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖
′𝛷𝛷𝑖𝑖𝑖𝑖𝐶𝐶𝑢𝑢 = 𝜎𝜎𝑄𝑄

2𝑄𝑄

(16)  

である．この時，

(𝑦𝑦 − 𝑋𝑋𝛽𝛽2)′{𝑄𝑄(𝜌𝜌𝑄𝑄)}−1(𝑦𝑦 − 𝑋𝑋𝛽𝛽2) (17)  
を，𝛽𝛽2 , 𝜌𝜌𝑄𝑄 に関して最小にすることで，一般化最

小二乗推定量

𝛽𝛽2̂ = (𝑋𝑋′{𝑄𝑄(𝜌𝜌𝑄̂𝑄)}−1𝑋𝑋)−1𝑋𝑋′{𝑄𝑄(𝜌𝜌𝑄̂𝑄)}−1𝑦𝑦 (18)  
を得る．𝛽𝛽2̂ = (𝜒𝜒1̂, … , 𝜒𝜒𝑝̂𝑝)が得られたことにより，
流動性リスク割引関数𝑈𝑈𝑖̅𝑖(𝑠𝑠)が求められる．
③ 地方債価格モデルを定式化する

地方債価格モデルとは，国債価格モデルに信用

リスク 累積デフォルト確率関数で表現したもの

を考慮し，地方債に応用したモデルである．

累積デフォルト確率の定式化を行う．

累積デフォルト確率は，地方債価格モデルの定式

化の際に用いる．

累積デフォルト確率は，以下の𝑝𝑝次の多項式で表現
し，地方自治体の属性𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖とした関数を仮定する．

すなわち，第𝑖𝑖地方債のデフォルト確率として，
ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠) =  𝜁𝜁1(𝑧𝑧𝑖𝑖)𝑠𝑠 + ⋯ +  𝜁𝜁𝑝𝑝(𝑧𝑧𝑖𝑖)𝑠𝑠𝑝𝑝  

  (𝑖𝑖 = 1 , … , 𝑁𝑁)
𝜁𝜁𝑙𝑙(𝑧𝑧𝑖𝑖) =  𝜁𝜁𝑙𝑙1𝑧𝑧𝑖𝑖1 + ⋯ +  𝜁𝜁𝑙𝑙𝑙𝑙𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 

 (𝑙𝑙 = 1 , … , 𝑝𝑝)

(19)  

を仮定する．式 の未知パラメータ𝜁𝜁𝑙𝑙1, … , 𝜁𝜁𝑙𝑙𝑙𝑙

は，銘柄すべてに共通である．

地方債の期待キャッシュ・フローを定式化す

る．

地方債価格モデルを考える際に重要な点は，国

債価格モデルを考えた際と比べ，信用リスク デフ

ォルトの可能性 があることにより，将来に発生す

るキャッシュ・フローが不確実である点である．

したがって，地方債の期待キャッシュ・フローを

定式化する必要がある．

第𝑖𝑖地方債のキャッシュ・フロー𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)は，信用
リスクがない場合の確定的なキャッシュ・フロー

𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)と信用リスクの存在により減価する損失額
𝐿𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)の部分に分けると，

𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) = 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) − 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) (20)  
と表現される．損失額𝐿𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)は，不確実であるた
め確率変数であり，期待キャッシュ・フロー

𝐸𝐸 (𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖))は，期待損失額𝐸𝐸 𝐸𝐸𝐸𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)) を用いて，
𝐸𝐸 (𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)) = 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) − 𝐸𝐸 (𝐿𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)) (21)  

と表現される．ここで，期待損失額𝐸𝐸 (𝐿𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖))につ
いて定式化していく．

地方債発行地方自治体が第𝑖𝑖地方債の現時点から
みた将来の第𝑗𝑗キャッシュ・フロー発生時点，すな
わち，𝑡𝑡 + 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖時点までに倒産する確率 累積デフォ

ルト確率 は，期間𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖と第𝑖𝑖地方債の発行地方自治
体の格付け𝑘𝑘に依存し，

ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖 ∶ 𝑘𝑘) (22)  
とする．第𝑖𝑖地方債を発行する地方自治体が𝑡𝑡 +
𝑠𝑠𝑖𝑖,𝑗𝑗−1時点と𝑡𝑡 + 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖時点の間にデフォルトした場
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合，元本の回収は𝑡𝑡 + 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖時点で行われると仮定す

る． 

仮にデフォルトが起こった際に元本をどのくら

い回収できるかという回収率（回収可能率）

𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖))(0 ≤ 𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖)) ≤ 1)は，将来の回収時点𝑡𝑡 + 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖

が違えば異なると考えられるが，ここでは地方自

治体の格付け𝑘𝑘にのみ依存すると仮定する．したが
って，デフォルトが起きる期間を𝜏𝜏とすると，地方
自治体𝑘𝑘の第𝑖𝑖地方債のキャッシュ・フローの期待
値𝐸𝐸 (𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖))は，定義関数を用いて

𝐸𝐸 (𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑗𝑗)) = 𝐸𝐸[𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) 1{𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖<𝜏𝜏}

+ 100𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖))1{𝑠𝑠𝑖𝑖,𝑗𝑗−1<𝜏𝜏<𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖}]
(23)  

と表現される． 

ここで，累積デフォルト確率ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)を用いて， 
𝐸𝐸 (𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)) = 𝐺𝐺𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) 

= 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) [1 − ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)] 
+100𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖))[ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) − ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖,𝑗𝑗−1)] 

        = 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) − {𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) 

−100𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖))[ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) − ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖,𝑗𝑗−1)]} 

= 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)       

(24)  

となる．ここで， 

𝐿𝐿𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)＝𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) 

−100𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖))[ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖) − ℎ𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖,𝑗𝑗−1)] 
(25)  

となる．𝐿𝐿𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)は，信用リスクのない債券価格か
ら信用リスクに伴って減価する損失部分の期待損

失額である． 

地方債価格モデルの定式化．

次に地方債価格モデルの定式化を述べる．

先ず，国債価格モデルを考えた際と同様に，地方

自治体が発行する地方債𝑁𝑁銘柄全てのキャッシ
ュ・フローの発生期間を以下のように示す．

𝑠𝑠𝑎𝑎1 < 𝑠𝑠𝑎𝑎2 < ⋯ < 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎 , 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎

= 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 {𝑠𝑠1𝑀𝑀(1), … , 𝑠𝑠𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑁𝑁)} 
(26)  

ここで，𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎の𝑎𝑎は，𝑁𝑁銘柄すべてのキャッシュ・
フローの発生時点を表す．また，第𝑖𝑖地方債の𝑡𝑡 𝑡
𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎時点で発生するキャッシュ・フロー𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)
は， 

𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎) = {𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖)   𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖
0          𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒          

 (27)  

この時，信用リスクのある第𝑖𝑖地方債の𝑡𝑡時点の市
場価格𝑃𝑃𝑖𝑖(0)は，以下のように表現できる． 

𝑃𝑃𝑖𝑖(0) = ∑ 𝐺𝐺(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)(𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝑈𝑈(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))
𝑀𝑀

𝑚𝑚=1

= 𝐺𝐺𝑖𝑖
′(𝐷𝐷𝑖𝑖 − 𝑈𝑈𝑖𝑖) 

(28)  

ここで， 
𝐺𝐺𝑖𝑖 = (𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐺𝐺𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′,  
𝐷𝐷𝑖𝑖 = (𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′ 
𝑈𝑈𝑖𝑖 = (𝑈𝑈(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝑈𝑈(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′ 

(29)  

である． 
 キャッシュ・フローは 

𝐺𝐺𝑖𝑖 = 𝐺𝐺𝑖̅𝑖 + (𝐺𝐺𝑖𝑖 − 𝐺𝐺𝑖̅𝑖) 
     = (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖) + {(𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖𝑖) − (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)} 
     = (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖) − (𝐿𝐿𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖) 

(30)  

である．ただし， 
𝐶𝐶𝑖𝑖 = (𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′, 
𝐿𝐿𝑖𝑖 = (𝐿𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐿𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′, 
 𝐿̅𝐿𝑖𝑖 = (𝐿̅𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐿̅𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′ 

(31)  

よって，式 より信用リスクのある第𝑖𝑖地方債の
𝑡𝑡時点での市場価格𝑃𝑃𝑖𝑖(0)は， 

𝑃𝑃𝑖𝑖(0) = 𝐺𝐺𝑖𝑖
′(𝐷𝐷𝑖𝑖 − 𝑈𝑈𝑖𝑖)

= (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′(𝐷𝐷𝑖𝑖 − 𝑈𝑈𝑖𝑖) + 𝑣𝑣𝑖𝑖  
(32)  

と表現される．ここで， 
𝐷𝐷𝑖𝑖 = (𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′ ,

𝑣𝑣𝑖𝑖 = (𝐿𝐿𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′(𝐷𝐷𝑖𝑖 − 𝑈𝑈𝑖𝑖) 
(33)  

である．𝑣𝑣𝑖𝑖は，損失額𝐿𝐿𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠の𝑡𝑡時点で評価した期待
損失額𝐿𝐿𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑠からの乖離部分であり，損失額の確率
的部分である．𝑣𝑣𝑖𝑖の価格変動の定式化にあたっ

て，現実に観察される次のような債券価格変動特

性を考慮する． 
償還期間𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖)が短くなると債券価格𝑃𝑃𝑖𝑖(0)の変

動が小さくなること．  

銘柄𝑖𝑖と銘柄𝑢𝑢との間の償還期間差|𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖) −
𝑠𝑠𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑢𝑢)|が小さいものほど連動性が高いこと．
つまり，各銘柄𝑣𝑣𝑖𝑖の分散が償還時点に近づくにつ

れて小さくなること．また，銘柄間の償還期間差

が大きいほど，𝑣𝑣𝑖𝑖の連動性が低くなることを考慮
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する．具体的には，𝑣𝑣𝑖𝑖に対して，次の分散共分散

構造𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 
𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑣𝑣𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑢𝑢) = 𝜎𝜎𝐴𝐴

2𝐴𝐴 = 𝜎𝜎𝐴𝐴
2𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿𝑖̅𝑖

′𝛷𝛷𝑖𝑖𝑖𝑖𝐿𝐿𝑢𝑢̅̅ ̅ (34)  
を仮定する．𝜎𝜎𝐴𝐴

2は，分散である．ここで，𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖に関

して， 

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = {
𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖)                                      (𝑖𝑖 = 𝑢𝑢)
𝜌𝜌𝑎𝑎 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖),𝑠𝑠𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑢𝑢)) ∗            
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−|𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖) − 𝑠𝑠𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑢𝑢)|)  (𝑖𝑖 ≠ 𝑢𝑢)

 (35)  

を仮定する．また，𝛷𝛷𝑖𝑖𝑖𝑖に関して次式を定義する． 
𝛷𝛷𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝜑𝜑𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗) = (𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(−|𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎|)) (36)  

ここで，𝜑𝜑𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗𝑗𝑗は，𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎と𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎時点に発生する損失額

を割り引く割引率の共分散に対応する．式 の

定式化で重要な点は，デフォルト確率が大きい，

あるいは，回収率が低い，すなわち，信用リスク

の大きい債券ほど，また，同一地方自治体が発行

した債券で満期までの残存期間が長い債券ほど，

𝑣𝑣𝑖𝑖の分散が大きくなる価格変動構造を導入してい

ることである． 

また，式 の地方債価格モデルは，国債価格モ

デルで求めた無リスク平均割引率，東京都債から

求めた流動性リスク割引関数を用いると，

𝑃𝑃𝑖𝑖(0) = (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′(𝐷𝐷𝑖𝑖 − 𝑈𝑈𝑖𝑖) + 𝑣𝑣𝑖𝑖

           = (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′(𝐷𝐷𝑖̅𝑖 + 𝛥𝛥𝑖𝑖) − (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′𝑈𝑈𝑖̅𝑖

+ (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′(𝐷𝐷𝑖𝑖 − 𝐷𝐷𝑖̅𝑖) − (𝐶𝐶𝑖𝑖

− 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′(𝑈𝑈𝑖𝑖 − 𝑈𝑈𝑖̅𝑖) + 𝑣𝑣𝑖𝑖

           = (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′𝐷𝐷𝑖̅𝑖 − (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′𝑈𝑈𝑖̅𝑖 + 𝜂𝜂𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖

+ 𝜇𝜇𝑖𝑖  

(37)  

と表現される．ここで，

𝐷𝐷𝑖̅𝑖 = 𝐸𝐸(𝐷𝐷𝑖𝑖) = (𝐸𝐸[𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1)], … , 𝐸𝐸[𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)])′

= (𝐷𝐷𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐷𝐷𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1))′ ,              
𝜂𝜂𝑖𝑖 = (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′𝛥𝛥1𝑖𝑖 ,

𝛥𝛥1𝑖𝑖 =  𝐷𝐷𝑖𝑖 − 𝐷𝐷𝑖̅𝑖

= (𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1) − 𝐷𝐷𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝐷𝐷𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝐷𝐷𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′

= (𝛥𝛥1𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝛥𝛥1𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′

𝜇𝜇𝑖𝑖 = (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′𝛥𝛥2𝑖𝑖 ,
𝛥𝛥2𝑖𝑖 =  𝑈𝑈𝑖𝑖 − 𝑈𝑈𝑖̅𝑖

= (𝑈𝑈𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1) − 𝑈𝑈𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝑈𝑈𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝑈𝑈𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′

= (𝛥𝛥2𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎1), … , 𝛥𝛥2𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎))′

(38)  

である．式 の𝜂𝜂𝑖𝑖は，市場価格𝑃𝑃𝑖𝑖(0)において確

率的割引率に関係する部分で，その価格変動の定

式化にあたって，既に述べた現実に観察される債

券価格変動特性を考慮する．具体的には，𝜂𝜂𝑖𝑖に対

して，次の分散共分散構造を仮定する． 
𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜂𝜂𝑖𝑖, 𝜂𝜂𝑢𝑢) 

= 𝜎𝜎𝐵𝐵
2𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖𝑖)′𝛷𝛷𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖𝑖)

(39)  

ここで，𝜎𝜎𝐵𝐵
2は分散である．𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖に関して，

𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖 = {
𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖)                                       (𝑖𝑖 = 𝑢𝑢)
𝜌𝜌𝑏𝑏 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖),𝑠𝑠𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑢𝑢)) ∗                  
𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥(−|𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑖𝑖) − 𝑠𝑠𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑢𝑢)|)  (𝑖𝑖 ≠ 𝑢𝑢)

 (40)  

を仮定する．また式 の𝜇𝜇𝑖𝑖は，確率的流動性リ

スク割引率に関係する部分で，こちらも現実に観

測される債券価格変動特性を考慮する． 
𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜇𝜇𝑖𝑖, 𝜇𝜇𝑢𝑢) 

= 𝜎𝜎𝑞𝑞
2𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖𝑖)′𝛷𝛷𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖𝑖) (41)  

ここで，𝜎𝜎𝑞𝑞
2は分散である．

これらはキャッシュ・フローが発生する２時点

間に関して，期間が長いほど割引関数の相関が小

さくなるように，𝛷𝛷𝑖𝑖𝑖𝑖に関して式 を仮定する．

式 の定式化で重要な点は，割引率の変動

による𝜂𝜂𝑖𝑖  𝜇𝜇𝑖𝑖の変動構造として，デフォルト確率が

小さい，あるいは，回収率が高い，すなわち，信

用リスクの小さい債券ほど，𝜂𝜂𝑖𝑖, 𝜇𝜇𝑖𝑖の分散が大きく

なる構造を導入していることである． 
以上の定式化により表現された地方債価格モデ

ルは，

𝑃𝑃𝑖𝑖(0) =  (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖̅𝑖)′(𝐷𝐷𝑖̅𝑖 − 𝑈𝑈𝑖̅𝑖) + 𝜂𝜂𝑖𝑖 + 𝑣𝑣𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑖𝑖

= (𝐶𝐶𝑖𝑖 − 𝐿𝐿𝑖𝑖)′(𝐷𝐷𝑖̅𝑖 − 𝑈𝑈𝑖𝑖) + 𝜀𝜀𝑖𝑖
(42)  

と表現される．この式を変形したものが，下式

である．

𝐶𝐶𝑖𝑖(𝐷𝐷𝑖̅𝑖 − 𝑈𝑈𝑖̅𝑖)−𝑃𝑃𝑖𝑖(0) =  𝐿𝐿𝑖̅𝑖(𝐷𝐷𝑖̅𝑖 − 𝑈𝑈𝑖̅𝑖) + 𝜀𝜀𝑖𝑖 (43)  
式 は，地方債の確定部分のキャッシュ・フロ

ーを無リスクである国債の割引率で割り引いた理

論価格から，地方債の市場価格を引いた差が，地

方債の信用リスク，流動性リスクによって減価し

た部分であることを表現している．

債券価格の確率的変動部分𝜀𝜀𝑖𝑖の平均・共分散

は， 
𝐸𝐸(𝜀𝜀𝑖𝑖) = 0, (44)  
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  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜀𝜀𝑖𝑖, 𝜀𝜀𝑢𝑢) =  𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖

= 𝜎𝜎𝐴𝐴
2𝐴𝐴 + 𝜎𝜎𝐵𝐵

2𝐵𝐵 + 𝜎𝜎𝑄𝑄
2𝑄𝑄 

である．なお，実証分析においては，簡略化のた

め𝜎𝜎𝐴𝐴
2 = 𝜎𝜎𝐵𝐵

2 = 𝜎𝜎𝑄𝑄
2 = 𝜎𝜎2と仮定する．また，𝜂𝜂𝑖𝑖と𝑣𝑣𝑖𝑖, 𝜇𝜇𝑖𝑖

の共分散は，𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜂𝜂𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖) = 0, 
𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜈𝜈𝑖𝑖, 𝜇𝜇𝑖𝑖) = 0, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜇𝜇𝑖𝑖, 𝜂𝜂𝑖𝑖) = 0である． 
 
④ 地方自治体の累積デフォルト確率を求める 
最後に，地方債価格モデルに一般化最小二乗法

を用いて累積デフォルト確率関数の係数を推定

し，地方自治体の累積デフォルト確率の期間構造

を求める．

信用リスクがある地方債価格データからモデル

における未知パラメータである累積デフォルト確

率関数の係数(𝜁𝜁𝑙𝑙1, … , 𝜁𝜁𝑙𝑙𝑙𝑙)を推定するために，式
を整理し，次のモデルを考える．

𝑦𝑦∗ = 𝑋𝑋∗𝛽𝛽∗ + 𝜀𝜀 (45)  
ここで， 

𝑦𝑦∗ = (𝑦𝑦1
∗ , … , 𝑦𝑦𝑁𝑁

∗ )′, 

𝑦𝑦𝑖𝑖
∗ = 𝑃𝑃𝑖𝑖 − ∑ 𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)(𝐷̅𝐷

𝑀𝑀

𝑚𝑚=1
(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎) − 𝑈𝑈(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)) ,

𝛽𝛽∗ = (𝜁𝜁1
′  , … , 𝜁𝜁𝑝𝑝

′ )′, 𝛿𝛿𝑘𝑘 = (𝜁𝜁𝑙𝑙1, … , 𝜁𝜁𝑙𝑙𝑙𝑙)′,
Ｘ

∗ = (𝑥𝑥1
∗, … 𝑥𝑥𝑁𝑁

∗ )′, 𝑥𝑥𝑖𝑖
∗ = (𝑥𝑥𝑖𝑖1

∗ , … , 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖
∗ )′,

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖
∗ = (𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑟𝑟

∗  , … , 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
∗ )′,

  𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
∗ = − ∑ 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖[𝐶𝐶𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)

𝑀𝑀

𝑚𝑚=1
𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑟𝑟

−100𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖)){𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑟𝑟 − 𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎−1

𝑟𝑟 }] 𝐷̅𝐷(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)
𝜀𝜀 = (𝜀𝜀1, … , 𝜀𝜀𝑁𝑁)′,  

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜀𝜀) = 𝜀𝜀2(𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 + 𝑄𝑄)

(46)  

である．なお，式 における平均割引関数

𝐷𝐷𝑖̅𝑖(𝑠𝑠𝑎𝑎𝑎𝑎)に関して，将来の同時点で発生するキャッ
シュ・フローを割引く割引率は同一という無裁定

条件を仮定することにより，式 で求めた無リ

スク平均割引関数を用いることができる．さら

に，𝜌𝜌𝜌𝐵𝐵，𝜌𝜌𝜌𝑄𝑄も式 で求めた値に一致すると仮定

する．したがって，この時，𝜃𝜃 𝜃𝜃𝜃𝜃 ∗ , 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾(𝑖𝑖)) , 𝜌𝜌𝐴𝐴)
とすると， 

(𝑦𝑦∗ − 𝑋𝑋∗(𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖)))𝛽𝛽∗)′ 
{𝐴𝐴(𝜃𝜃) + 𝐵𝐵 + 𝑄𝑄}−1 (𝑦𝑦∗ − 𝑋𝑋∗ (𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖))) 𝛽𝛽∗) 

(47)  

を，𝜃𝜃 𝜃𝜃𝜃𝜃 ∗ , 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾(𝑖𝑖)) , 𝜌𝜌𝐴𝐴)に関して最小にすること
で，一般化最小二乗推定量 

𝛽𝛽∗̂ = [𝑋𝑋∗(𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖)))′ ∑(𝜃𝜃)−1 𝑋𝑋∗(𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖)))]−1 

𝑋𝑋∗(𝛾𝛾(𝑘𝑘(𝑖𝑖))) ∑(𝜃̂𝜃)−1 𝑦𝑦 

∑(𝜃̂𝜃) = 𝐴𝐴(𝜃̂𝜃) + 𝐵𝐵 + Q 

(48)  

を得る． 
したがって，累積デフォルト確率の係数を推定

し，信用リスクの期間構造が求めることができ

る． 
 

５．結果

本章では，地方債価格モデルによる累積デフォ

ルト確率の推定結果について述べる． 
実証分析

分析期間は 年 月末から 年 月末を対象

としている．分析対象の地方自治体は，分析対象

期間に市場で取引のあった市場公募地方債の内，

満期が 年未満で 銘柄以上の地方債を発行する都

道府県を対象とした．分析対象となった都道府県

は（東京都，静岡県，新潟県，広島県，千葉県，

埼玉県，京都府，愛知県，神奈川県，大阪府，兵

庫県，北海道）の 都道府県である．分析に用い

たデータは全て日本証券業協会のホームページか

ら取得したものである．

以下では無リスク平均割引関数を示した後，流

動性リスク割引率の期間構造を示し，各地方自治

体の累積デフォルト確率を示す． 
・無リスク平均割引関数 
無リスク平均割引関数を仮定する際，係数の属

性銘柄には，金利，残存期間を採用した．渡邉・

津田の先行研究（ ）ではキャッシュ・フロー

発生回数を含めているが，分析をした結果，大き

な変化が見られない事から，今回はキャッシュ・

フロー発生回数を平均割引関数の属性から除い

た．次数の決定に関しては，多項式の次数を 次か

ら 次まで変更した中で，式 が最小となる 次
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を選択した． 
・流動性リスク割引率の期間構造 
東京都債と国債のスプレッドの 割を流動性と仮

定をした場合，多くの債券でデフォルト確率がマ

イナスや単調増加性を満たさなかった．そのた

め，デフォルト確率がマイナスにならないように

流動性を減価したところ， 割を流動性リスクとし

て考慮する事とした．流動性リスクを反映した割

引率の低下率の期間構造の次数は単調増加性を保

つために 次を採用している． 
Fig. 1は 年から 年末時点で推定した流動

性リスク分の割引率の低下率の期間構造である．  

 
Fig. 1. Term structure of Discount factor about 
liquidity risk. 
・累積デフォルト確率の定式化 
累積デフォルト確率関数の次数は，単調増加性を

保つために 次を採用している． 
・地方自治体の累積デフォルト確率の推定 
今回，回収率𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾(𝑖𝑖))の設定は全て とした．

理由は，地方自治体は比較的信用力があり，回収

率は高いと予測されるからである．しかし，回収

率を にしてしまうと，デフォルト確率の単調増加

性が崩れ，デフォルト確率がマイナスになってし

まうので，今回はモデル推定において回収率を

とした．

Fig. 2からFig. 14は 年 月末から， 年

月末の 年毎の時点において推定した累積デフォル

ト確率の期間構造を表すグラフである．横軸は年

数，縦軸は累積デフォルト確率を表す． 

 
Fig. 2. Accumulated Default Probability in 
March 2003. 

 

Fig. 3. Accumulated Default Probability in 
March 2004. 
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Fig. 4. Accumulated Default Probability in 
March 2005. 

 

Fig. 5. Accumulated Default Probability in 
March 2006. 

 
Fig. 6. Accumulated Default Probability in 
March 2007. 

 

Fig. 7. Accumulated Default Probability in 
March 2008. 

 

Fig. 8. Accumulated Default Probability in 
March 2009. 

 
Fig. 9. Accumulated Default Probability in 
March 2010. 
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Fig. 10. Accumulated Default Probability in 
March 2011. 

 

Fig. 11. Accumulated Default Probability in 
March 2012. 

 
Fig. 12. Accumulated Default Probability in 
March 2013. 

 

Fig. 13. Accumulated Default Probability in 
March 2014. 

 
Fig. 14. Accumulated Default Probability in 
March 2015. 
 

これらの図を見ると，年によって推定されるデ

フォルト確率が異なる．しかし，都道府県の序列

はほぼ変わらず， つのグループに分かれているこ

とがわかる．東京都が最もデフォルト確率が低

く，兵庫県，大阪府，北海道の 道府県のデフォル

ト確率が全体を通して高いことがわかった．以前

の結果では，兵庫県，大阪府，北海道の 道府県の

デフォルト確率に差異はあまり見られなかった

が，流動性リスクを反映した部分を国債とのスプ

レッドから差し引くことで，より明確になった． 
Fig. 15は， 年 月末から， 年 月末まで

年ごとに推定した 年後の累積デフォルト確率の
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推移を表したグラフである．横軸は推定時点，縦

軸は累積デフォルト確率を表す．また，Fig. 16は
国債とのスプレッドから流動性リスク部分を抜

き，累積デフォルト確率を表したものである．

 

Fig. 15. Accumulated Default probability of 10 
years. 

 
Fig. 16. Accumulated Default probability of 10 
years thought liquidity risk. 

Fig. 15,16からわかるように，下図は流動性リス
クを考慮している分，デフォルト確率が低くなっ

ている．これにより，都道府県別の分解能が上が

るため，より正確に都道府県別の信用リスク序列

を求めることが可能となった． 
まとめ

本研究により，日本の 都道府県の累積デフォ

ルト確率とその時間的な変化が流動性によるプレ

ミアムを考慮することで，都道府県ごとの分解能

の向上が見込まれた． 
また，年ごとにモデルの推定を行うことによっ

て，その時々の地方自治体の財政破綻リスクを可

視化した． 年（夕張市の財政破綻）， 年

（サブプライム住宅ローン危機）， 年（リーマ

ン・ブラザーズの破綻）などにおいて，地方自治

体の財政破綻リスクが高まったことを把握するこ

とができた．

これまで地方債を発行している地方自治体の破

綻が生じていないことから，実際のデフォルト確

率の値は存在しない．そのため，地方債価格モデ

ルによる推定した累積デフォルト確率の値は，あ

くまで地方自治体間の相対的な信用リスク差を表

現したものであることに留意する必要がある． 
 

参考文献

1) 津田博史, “銘柄間の価格連動性を考慮した社債価格
モデルに基づく信用リスク情報の推定”, 統計数理, 
50[2], 217-240(2002). 

2) 津田博史, “社債価格モデルによる信用リスク情報の
推定－倒産確率の期間構造と回収率の推定”, ジャ
フィー・ジャーナル, 6, 33-64(2006). 

3) 津田博史, “社債価格モデルによる格付け変化情報：
格付け変化の予測”, 数理統計, 54[1], 39-55(2006). 

4) 稲田直之，津田博史，“地方自治体の信用リスク評価”, 
同志社大学ハリス理化学研究報告 , 56[3]，193-
204(2015). 

5) 王京穂, “債券市場流動性の把握と金融機関のリスク
管理への応用”, 
https://www.boj.or.jp/research/wps_rev/wps_2011/data/w
p11j02.pdf, 2011. 

6) Y. Kaguraoka, “A Time-Varying Common Risk Factor 
Affecting Corporate Yield Spreads,” 
http://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/135184709
03037615#.VbB_kfn5fOs, 2010. 

7) 渡邉中穂美, 津田博史,“地方債価格モデルによる地
方自治体の信用リスク評価について”, 2013 IEEE 
SMC Hiroshima Chapter 若手研究会, 
Proceedings, 2013. 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

20
03

20
04

20
05

20
06

20
07

20
08

20
09

20
10

20
11

20
12

20
13

20
14

20
15

Tokyo Aichi Kyoto
Shizuoka Saitama Kanagawa
Chiba Niigata Hiroshima
Hokkaido Osaka Hyogo

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

20
03

20
04

20
05

20
06

20
07

20
08

20
09

20
10

20
11

20
12

20
13

20
14

20
15

Tokyo Aichi Kyoto
Shizuoka Saitama Kanagawa
Chiba Niigata Hiroshima
Hokkaido Osaka Hyogo

265


