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 田　中　靖　人　　

概　要

　本稿では，競争経済における均衡の存在証明に用いられる Gale-Nikaidoの補

題をBishopによる構成的数学（Bishop［1］, Bridges and Richman［2］, Bridges and V ı̂ţ ă［3］）

の観点から分析し，それが近似的に成り立つことが構成的に証明できることを

示す．また，その近似的な Gale-Nikaidoの補題が Spernerの補題を意味するこ

とを証明する 1）．

1　は　じ　め　に

　Brouwerの不動点定理が構成的に証明できないことはよく知られている．

したがって多価関数（あるいは対応）に関する角谷の不動点定理も，需要・供

給関数が多価関数であるような競争経済における均衡の存在も構成的に証

明できない．一方，Brouwerの不動点定理の証明に用いられる Spernerの補

題は構成的に証明可能である．最近この Spernerの補題を用いて近似的な

Brouwerの不動点定理（近似的な不動点の存在，近似的な不動点とは不動点に近い

点ということではなく不動点の条件を近似的に満たす点である）の構成的な証明が

与えられている（van Dalen［4］, Veldman［7］参照）．不動点定理の構成的な証明と

1）　本稿は拙著“Gale-Nikaido lemma and Sperner's lemma: A constructive analysis”, Advances in 
Theoretical and Applied Mathematics, Vol. 7, pp. 145-163, Research India Publications, 2012，に基づ
き「一様に閉グラフを持つ」という多価関数の性質の定義と主要な定理の証明を大幅に修正し
たものである．この研究は科学研究費補助金基盤研究（C）20530165の補助を受けている．
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は具体的に不動点を見つけられるような証明でなければならない．「不動点が

存在しないと仮定すると矛盾が生じる．だから不動点は存在する」という背

理法による証明は構成的な証明ではない．

　本稿では近似的な Brouwerの不動点定理を用いて，需要・供給関数が多価

関数であるような競争経済における均衡の存在証明に用いられるGale-Nikaido

の補題が近似的に成り立つことを構成的に証明する．さらに，その近似的な

Gale-Nikaidoの補題から Spernerの補題が導かれることを示す．

　通常の Gale-Nikaidoの補題は次のような内容である．

　　　 Δを n次元単体，Zを空でない内部を持つ n＋1次元ユークリッド空

間のコンパクトな凸集合とする．Δから Zの空でない部分集合の集合

への多価関数 Fが弱ワルラス法則と閉グラフ性を含むいくつかの条件

を満たすとき，ある p*∈Δに対して以下に示す性質を持つ z*∈ Zが

存在する．

　　　　z*∈F(p*)，　　z*≤0.

　本稿では同じような条件のもとで次の結果が得られることを証明する．

　　　 ε＞ 0とすると，ある p*∈Δに対して以下に示す性質を持つ z*が存

在する．

　　　　|F(p*)－ z*|<ε，　　z*<εe.

eはすべての成分が 1 であるようなベクトルである．ここで |F(p*)－z*|は

F(p*)と z*との距離を表し，|F(p*)－z*|=inf q∈F(p)|q－p*|である．

したがって |F(p*)－z*|<εは

　　　　ある q∈F(p*)について |q－z*|<ε

であることを意味する．多価関数の閉グラフ性については，通常のものより

強い一様に閉グラフを持つという条件を要求する．詳しくは本文で説明する．
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2　近似的な Gale-Nikaidoの補題

　通常の Gale-Nikaidoの補題の内容は以下のようである．

■Gale-Nikaido の補題　p=(p0 , p1 ,… , pn)で，

　　　　
Δ＝{p|pi≧0, i＝0, 1, … , n,　　 ∑

i＝0

n
pi＝ 1}

　また，n＋1次元ユークリッド空間の空でない内部を持つコンパクトな凸集

合を Z，以下の条件を満たす n次元単体Δから Zの空でない部分集合の集合

への多価関数を Fとする．

　1． 各 pについて F(p)（pにおける Fの値）は Zのコンパクトな凸集合である．

　2．Fは閉グラフを持つ．

　3.（弱ワルラス法則）任意の p∈Δ，z∈Zについて pz≤0 が成り立つ．

そのとき，ある p*∈Δに対して以下の性質を持つ z*が存在する．

　　　　z*∈F(p*)，　　z*≤0.

　構成的数学において集合がコンパクトであるとは，全有界（totally bounded）

かつ完備（complete）であることを意味する．ある集合 Sについて有限な自然

数 Nと {1, 2, … ,N}から Sの上への（onto）写像が存在するとき Sは有限可

算（finitely enumerable）であると言う．そのとき Sはたかだか N個の要素を持

つ（ちょうど N個の要素を持つ場合は有限（finite）であると言う）．各々の p∈Sに

ついて |p－q|<εを満たす点 qによって構成される Sの部分集合を，Sに対

するε-近似と呼ぶ．|p－q|は pと qとの距離を表す．各ε>0 について S

の有限可算なε-近似が存在するとき Sは全有界であると言う．有限可算な

ε-近似とはε-近似に含まれる点の数が有限可算個であるということである．

そのとき Sのすべての点が Sの有限可算な部分集合に含まれる点のいずれか

の近くにある．完備性はすべてのコーシー列（Cauchy sequence）が収束するこ
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とを意味する．

　Δから Zの空でない部分集合の集合への多価関数 Fのグラフは次のように

定義される．

　　　　G(F)=∪p∈Δ{p}×F(p).

G(F)が閉集合であれば，Fは閉グラフを持つという．それは次のことを意味

する．

　　　 qn∈ F(pn)を満たす点列 (pn)n≥1，(qn)n≥1をとると，pn→ pのとき，あ

る q∈F(p)について qn→ qである．

それに対して以下の条件が満たされるとき Fは一様に閉グラフを持つと言う

ことにする．

　　　 qn∈ F(pn)，q′n∈F(p′n) を満たす点列 (pn)n≥1，(qn)n≥1，(p′n)n≥1，(q′n)n≥1を

とると，|pn－p′n|→ 0 のとき，任意の q nと，ある q′nについて|q n－q′n|→ 0 ，

かつ任意の q′nと，ある qnについて |qn－ q′n|→ 0 である．

［3］によればこれは次の事実に相当する．

　　　 |pn－p′n|→ 0 は，任意のδ>0 に対して n ≥ n0のときに |pn－p′n|<δ 

であるような n0が存在することを意味し，|qn－ q′n|→ 0は，任意の

ε>0 に対して n ≥ n′0のときに |qn－ q′n|<εであるような n′0が存在

することを意味する．

　z=(z0, z1, . . . , zn)とおき，次の関数を考える．

　　　　φ(p, z)=(φ0, φ1, . . . , φn), φi(p, z)=
1＋∑ n

j＝0 max( zj, 0)
pi＋max( zj, 0)

φi≥0, ∑ n
i＝0 φi＝1であり，φiは (p, z)の一様連続な関数であるから，φ (p, z)

はΔ×ZからΔへの一様連続な関数である．
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　　　 関数 fが一様連続であるとは，任意のε>0 に対して |x－ y|<δのと

きに |f(x)－ f(y)|<εとなるようにδ>0 を選ぶことができるというこ

とである．

また F(p)は凸なので，φ (p, z)×F(p)はΔ×Zの凸集合である．

　ここで次の多価関数を定義する．

　　　　g(p, z)=φ (p, z)×F(p). (1)　　

g(p, z) はΔ×ZからΔ×Zの空でない部分集合の集合への多価関数である．

φ (p, z) は通常の関数であるが，それも多価関数の一種と見なすことができる．

Δ自身もΔの空でない部分集合の一つなので φの値域がΔの空でない部分

集合の集合であると考えることができる．したがって gはΔ×ZからΔ×Z

の空でない部分集合の集合への多価関数である．φは一様連続で，Fは一様

に閉グラフを持つ多価関数であるから，gも一様に閉グラフを持つ多価関数で

ある．Zは n＋1次元単体と同相（homeomorphic）であるから，Δ×Zは 2n+1 

次元単体と同相である．

　　　 点列 ((pn, zn)) n≥1，((p′n, z′n)) n≥1をとり，|(pn, zn)－ (p′n, z′n)|→ 0とする．φは

一様連続であるから，任意のε>0 について |(pn, zn)－(p′n,  z′n)|< δのとき

に |φ (pn, zn)－φ (p′n, z′n)|<εとなるようにδ>0 を選ぶことができる．εは

任意なので |(pn, zn)－(p′n, z′n)|→ 0を満たす点列 ((pn, zn))n≥1，((p′n, z′n))n≥1

に対応して |φ (pn, zn)－φ (p ′n, z ′n)|→ 0 を満たす点列 (φ (pn, zn))n≥1，

(φ (p′n, z′n))n≥1をとることができるから φは一様に閉グラフを持つ．F

も一様に閉グラフを持つので gは一様に閉グラフを持つ．

　近似的な Gale-Nikaido の補題は次のように表現される．

定理 1（近似的な Gale-Nikaidoの補題）．通常の Gale-Nikaidoの補題の条件の内，

2を Fが一様に閉グラフを持つという条件で置き換える．ε>0 とすると，あ

る p*∈Δに対して
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　　　　|F(p*)－z*|<ε，z*<εe

を満たす z*が存在する．

　eはすべての成分が 1であるようなベクトルである．また，p*と z*はε

に依存する．

証明．Δを 2n+1次元単体とし，その m次の分割を考える．2次元の場合の

分割が第 1図に表わされている．2 次元単体（三角形）の各辺を m等分し，各

辺に平行に線を引くことによって分割する．そうすると 2 次元単体は m2個の

小さい単体に分割される．3次元の場合にはΔは四面体であり，その各面は

2次元単体なので上で述べたように m2個の三角形に分割される．その上でΔ

の面に平行に面を描くと，3次元単体は m3個の小さな四面体に分割される．

以下，より高い次元についても同様である．

　FをΔから，その空でない部分集合の集合への多価関数とする．Δの十分に

細かい分割を考え，Fをもとに一様連続な関数 f m:Δ→Δを次のように定義す

る．xが，m次分割されてできたΔの単体の頂点ならば，ある y∈F(x) について

f m(x)= yとし，それ以外の x∈Δについては各単体の頂点，xm
0 ，xm

1 ，… ，xm
2n＋1 

10

2

1 1 0 0

0

2

2

2

1

1

2

1

0 0 1

0 2

1

第 1図　2次元単体の分割と番号づけ
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における f mの値の凸結合によって f m(x)を定義する．∑2n＋1
i＝0 λi＝1，λi≧ 0 と

すると

　　　　x＝∑
i＝0

2n＋1

λi x m
i として f m(x)= ∑

i＝0

2n＋1

λi f m(x m
i )

である．f m は明らかに一様連続であるから van Dalen［4］，Veldman［7］によっ

て近似的な不動点を持つ．近似的な不動点の一つを x*とすると任意の
ε
2

> 0
について

　　　　|x*－ f m(x*)|<
ε
2

が成り立つ．Sperner の補題と近似的な Brouwer の不動点定理の証明は田中

靖人［9］を参照していただきたい．そこでの後者の証明は［4］の証明を整

理したものである．

　Δの分割の列 (Δm) m≥1を考え，分割によって作られる小単体の頂点間の距

離の列（(|x m
i－x m

j |)m≥1，i≠ j）について|x m
i－x m

j |→ 0 であるとする．そのと

き Fが一様に閉グラフを持つことにより，任意のεについて m≥Mを満たす

mに対して任意の y m
i∈ F (x m

i )と，ある y m
j∈ F (x m

j )について|y m
i－ y m

j |→ 0 で

あり，かつ任意のy m
j∈ F (x m

j )と，ある y m
i∈ F (x m

i )について|y m
i－ y m

j |→ 0 と

なるようなMが存在する．x*＝∑2n＋1
i＝0 λi x m

i と表せるので，任意の y m
i∈ F (x m

i ) 

について，ある y＊i∈ F (x*)があって|yi－ y＊i |<
ε
2 が成り立つ．iによって，

すなわち x m
i によって y＊i は異なるかもしれないが，F(x*)が凸であることに

よって

　　　　y*＝∑
i＝0

2n＋1

λi y＊i∈ F (x*)

が成り立つ．各 iについて|yi－ y＊i |<
ε
2
であり，

　　　　f m(x*)＝∑
i＝0

2n＋1

λi f m(x m
i )＝∑

i＝0

2n＋1

λi yi
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であるから |f m(x*)－ y*|<
ε
2
である．|x*－ f m(x*)|<

ε
2
なので

　　　　|x* － y*|<ε (2)　　

が得られる．

　xを (p, z)，F を (1) における gとし，(2) を満たす点を (p*, z*)とすると，任

意のε> 0 について

　　　　すべての iについて |φi－p＊i|<ε, (3)　　

および

　　　　|F(p*)－z*|<ε

が成り立つ．p*=(p＊0, p＊1, … , p＊n)，z*=( z＊0, z＊1, … , z＊n)として

　　　　 1＋∑ n
j＝0 max( z＊j , 0)

p＊i＋max( z＊i , 0)|　　　　　　　　    － p＊i |＝|　　　　　　　　　　　　　   |1＋∑ n
j＝0 max( z＊j , 0)

max( z＊i , 0)－p＊i ∑
n
j＝0 max( z＊j , 0)

<ε

である．∑ n
j＝0 max( z＊j , 0) =λとすると

　　　　|max( z＊i  , 0) － λ p＊i |<(1+λ)ε

が得られるが，これは

　　　　－ (1+λ )ε+λp＊i <max( z＊i  , 0)<(1+λ)ε+λp＊i . (4)　　

を意味する．∑ n
i＝0 p＊i =1 によりp＊k >0 を満たす kが存在する．そのような k

について z＊k >0 であれば，piは負にならず p＊k z＊k >0 が相殺されないので弱ワ

ルラス法則が成り立たなくなる．したがってεとともにλも任意に小さく

できる正の数である．p＊iは有限なので，(1+λ)ε+λp＊iも任意に小さくでき

る正の数であるから，(1+λ)ε+λp＊iをあらためてεとすると

　　　　max( z＊i , 0)<ε (5)　　

が得られる．これはすべての iについて成り立つ．よって

　　　　z*<εe

を得る．

　pを財の価格ベクトル，zを超過需要ベクトル，Fを超過需要多価関数とす
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ると，近似的な Gale-Nikaidoの補題は各財の超過需要がεより小さい近似的

な均衡の存在を意味している．

3　近似的な Gale-Nikaidoの補題から Spernerの補題を導く

　この節では近似的な Gale-Nikaidoの補題から Spernerの補題を導く．n次元

単体Δを第 1図のように分割し，それによって作られる小さな n次元単体の

集合を Kで表す．Kに含まれる単体の頂点に以下のルールに従って 0, 1, 2, … , 

nのいずれかの番号をつける．第 1図には番号づけの例も示されている．

　　1． Δ の頂点には 0 から nまでの番号を以下のようにしてつける．座標（あるい

はベクトルの成分）が (1, 0, … , 0) である頂点には 0を，座標が (0, 1, 0, … , 0) 

である点には 1を，座標が (0, 0, 1 … , 0)である点には 2を , … , 座標

が (0, … , 0, 1)である点には nをつける．すなわち k(k=0, 1, … , n)番

目の座標が 1で他の座標が 0である点には kの番号をつける．

　　2． Δの n－1次元の面に含まれる Kの小さな単体の頂点にはその面の

各頂点の番号のいずれかと同じ番号をつける．

　　3． Δの n－2次元の面に含まれる Kの小さな単体の頂点にはその面の

各頂点の番号のいずれかと同じ番号をつける．以下同様．

　　4． Δの内部に含まれる Kの小さな単体の頂点には 0, 1, … , nのいずれ

かの番号をつける．

　Kに含まれるn次元単体の頂点を x0, x1, … , x nとし，x iの第 j成分を x i
jとして，

x iに割り振られた番号を l (x i )とする．τがすべての x iについて l (x i)xi より小さ

な正の数であるとして，関数 f (x i )を次のように定義する 2）．

2）　この関数の定義については Yoseloff［8］を参照した．
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　　　　f (x i )=( f0 (x i ), f1 (x i ), . . . , fn (x i )),

　　　　fj (x i )= { x i
j－τ　j= l (x i )のとき，

x i
j－
τ
n
　j≠ l (x i )のとき．

 (6)　　

fj は fの第 j成分である．番号づけのルールにより，すべての x iについて l (x i)xi >0 

であるからτ>0 が定義できる．∑ n
j＝0 fj (x i )＝∑ n

j＝0 x i
j＝1なので

　　　　f (x i )∈Δ.

である．単体の各頂点における fの値の凸結合をとることによって fを単体内

の他の点に拡張する．

　頂点が x0, x1, … , xnであるようなKに含まれる n次元単体の点を yとすると，

yおよび f ( y )は次のように表される．

　　　　y＝∑
i＝0

n

λi x i，　　f ( y )＝∑
i＝0

n

λi f (x i )，　　λi≥ 0，　　 ∑
i＝0

n

λi＝1

fが一様連続であることを示そう．y ，y′を Kに含まれる同一の n次元単体の

異なる 2点とすると，それらは

　　　　y＝∑
i＝0

n

λi x i，　　y′＝∑
i＝0

n

λ′i x i，

　　　　y－ y′＝∑
i＝0

n

(λi－λ′i ) x i
，　　各 jについて yj－ y′j＝∑

i＝0

n

(λi－λ′i ) x i
j

のように表現される．すると

　　　　f ( y )－ f ( y′ )＝∑
i＝0

n

(λi－λ′i ) f ( x i)，

および，各 jについて

　　　
　fj ( y )－ fj ( y′ )＝∑

i＝0

n

(λi－λ′i ) x i
j＋ ∑

i：j≠l( i )

n

(λi－λ′i ) x i
j

τ
n
－ ∑

i：j≠l( i )

n

(λi－λ′i )τ

　　　　　　　　
　  ＝yj－ y′j＋ ∑

i：j≠l( i )

n

(λi－λ′i )
τ
n
－ ∑

i：j≠l( i )

n

(λi－λ′i )τ
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を得る．τは有限なので各 iについて，与えられたλiに対してλ′iを適当に

選ぶことによって，各 jについて | yj－ y′j |の値に対応して | fj ( y )－ fj ( y′ )|が

十分に小さくなるようにすることができる．したがって | y－ y′|の値に対応

して | f ( y )－ f ( y′ )|が十分小さくなるようにすることができるから，fは一様

連続である．

　この fを使って以下のような関数 F (x )=z={z0, z1, … , zn}を作る．

　　　　zi= fi( x )－ xiμ( x )，　　i=0, 1, … , n. (7)　　

x∈Δであり，μ( x )は

　　　　μ( x )=
∑ n

i＝0 x 2
i

∑ n
i＝0 x i f i (x )

と定義される．各 x i (x )は一様連続であり，また以下で示すように弱ワルラ

ス法則を満たす．各 iについて x iを (7)に掛け，その結果を 0から nまで加

えると

　　　　 ∑
i＝0

n
xi zi＝ ∑

i＝0

n
xi fi (x )－μ( x ) ∑

i＝0

n
x 2

i＝ ∑
i＝0

n
x i f i (x )－

∑ n
j＝0 x 2

i

∑ n
j＝0 x i f i (x )

∑
i＝0

n
x 2

i

　　　　　　　＝ ∑
i＝0

n
x i f i (x )－ ∑

i＝0

n
x i f i (x )＝0  (8)　　

が得られるから，弱ワルラス法則が成り立つ．ここで，次の関数を定義する．

　　　　g (x, z)=φ (x, z)×F(x)，

　　　　φ (x, z)=(φ 0, φ 1, … , φ n),　　φ i (x, z) =
1＋∑ n

j＝0 max( zj , 0)
xi＋max( zi , 0)

 ．

gは (x, z)の一様連続な関数であるから，コンパクトかつ凸値で一様に閉グラ

フを持つ多価関数の一つでもある．

　　　 一様連続な関数 fに対して，任意のεについて |x－ y|<δのときに

| f(x)－ f ( y)|<εとなるようなδが存在する．ε1 >ε2 > …を満たす

数列 (εn ) n≥ 1を考えると各εnに対して上の条件を満たす数列δ1>δ2 > 

… が存在する．|xn－ yn|<δnを満たす点列 (xn)n ≥ 1，( yn)n ≥ 1をとる
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と | f (xn)－ f ( yn)|<εnが成り立つ．εn→ 0 とすると |xn－ yn|→ 0 のと

きに | f (xn)－ f ( yn)|→ 0 となるようにできるので fは一様に閉グラフ

を持つ．

したがって，近似的な Gale-Nikaidoの補題の条件を満たしているから次の式

を満たす x*，z*が存在する．

　　　　|F (x*)－z*|<ε，　　z*<εe.

max(zi, 0)<ε（(5) 式参照）よりε>0 として，すべての iについて fi ( x*)－x*iμ

(x*) <εが成り立つ．(8)式より，x*i >0 であるような iについて zi <0となる

ことはないので，そのような iについて zi = fi ( x*)－x*iμ( x*)>－εである．また，

x*i <εであるような iについて zi = fi ( x*)－x*iμ( x*)>－εが成り立つ．よって

　　　　－ε< fi ( x*)－x*iμ (x*)<ε (9)　　

を得る．この不等式を 0 から nまで辺々加えると

　　　　－(n＋1)ε< ∑
i＝0

n
fi (x*)－μ(x*) ∑

i＝0

n
x*i <(n＋1)ε

が得られる．また，∑ n
j＝0 fj (x i )＝∑ n

j＝0 x i
j＝1より

　　　　1－ (n+1)ε<μ( x*)<1+(n+1)ε (10)　　

である．さらに (9) と (10) から次の式が導かれる．

　　　　 x*i－ (n+1)εx*i－ε< fj (x*)< x*i＋ (n+1)εx*i＋ε.

n， x*iは有限であるから (n+1)εx*i+εをεと定義し直すと，－ε< fj (x*)－

x*i <ε，すなわち

　　　　| fi (x*)－ x*i |<ε

が得られる．これはすべての iについて成り立つ．

　γ >0 とし，x̃を V (x*, γ )の点とする．V (x*, γ)は x*の γ近傍を表す．γが

十分に小さければ，fの一様連続性により，任意のε>0，すべての iについて

　　　　| fi(x̃)－ x̃i |<ε (11)　　

となる．x̃iは x̃の第 i成分である．x̃iを含む Kの単体をΔ̃，x0, x1, … , xnをそ
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の頂点とすると，x̃および f (x̃)は次のように表される．

　　　　x̃＝ ∑
i＝0

n

λi x i，　　f (x̃)＝ ∑
i＝0

n

λi f (x i)，　　λi≥0  ，∑
i＝0

n

λi＝1．

(6)により x0, x1, … , xnの中で唯一つの xkが iの番号を持つならば次の式が成

り立つ．

　　　　| fi(x̃)－x̃i|＝| ∑
j＝0

n

λj x j
i＋ ∑

j＝0，j≠k

n

λj
τ
n
－λkτ－x̃i|＝|( 1

n
∑

j＝0，j≠k

n

λj－λk)τ|<ε．
x j

iは x jの第 i成分である．この式は次のことを意味する．

　　　　
1
n

∑
j＝0，j≠k

n

λj－λk≈ 0．

これは，すべての kについてλk≈
1

n＋1
であるようなλkによって満たされる．

一方，どの x jも番号 iを持たなければ

　　　　 fi(x̃)＝ ∑
j＝0

n

λj x j
i＝ x̃i＋ (1＋

1
n

)τ

となり，(11) は満たされない．したがって，各 iについて唯一つの x jが iの

番号を持たなければならないから，Δ̃の頂点は 0から nまでの番号を持つ．

以上によって Sperner の補題が成り立つことが証明された．
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Abstract

Yasuhito TANAKA, A Constructive Analysis of the Gale–Nikaido Lemma

　　This study, using an approximate version of Brouwer’s fixed point theorem, 

constructively proves an approximate version of the Gale–Nikaido lemma, which 

is used to prove the existence of equilibrium in a competitive economy, according 

to Bishop-style constructive mathematics. This study also proves that this 

approximate version of the Gale–Nikaido lemma implies Sperner’s lemma.
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