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不動点定理による方程式の定性解析V

- ディリクレ条件を有する放物型偏微分方程式の混合問題への応用 -

齋藤誠慈

1. はじめに

集合 R+ = [0,∞)，I = [0, 1]，および m ∈ N（自
然数全体）, n ∈ Z+（非負整数全体）とする．ベクト
ル空間 V 上の写像 U : V → V の不動点 xe ∈ V とは，
U(xe) = xe を満たす点をいう．
　著者は，準線形常微分方程式，準線形差分方程式，あ
るいは準線形積分微分方程式の解に関し，不動点定理
を応用し定性解析の結果を得ている 4, 5, 6, 7, 8)．
　本研究では，偏分方程式の Dirichlet（ディリクレ）
条件の解に関して定性解析のために，不動点定理を応
用している．
　次の線形偏分方程式の Dirichlet 条件の混合問題
(t ≥ 0，x ∈ I)

　　 ut(t, x) = utt(t, x)　　　　　　　　　　 (DBC)

　　 u(t, 0) = 0 = u(t, 1)　（t > 0）
　　 u(0, x) = f(x)　（0 < x < 1）
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を考える．ここでは，変数 t, x について C2 級の
u : R+×I → R，C2級の f : I → R（f(0) = 0 = f(1)）
とする．今後問題 (DBC) を，線形 D 型混合問題とい
う．
　 Fourier（フーリエ）級数の定理から，連続関数
u(t, x) ∈ C(R+ × I)が，式
　u(t, x) = 2

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

を満たすことと，u が問題 (DBC) の解であるこ
ととは同値である．ここで n ∈ Z+ として，集合
Sn ⊂ C([0, n]× I)は，問題（DBC）の f などに依存し
て決まる閉凸集合として，写像 Un : Sn → Snが定義さ
れ，閉包 [Un(Sn)]がコンパクトならば，Schauderの不
動点定理（2節参照）から不動点 un = Un(un)（n ≥ 0）
が存在する．さらに，n → ∞であるようにできれば，
u = limn→∞ un とおき，連続関数 u ∈ C(R+ × I)は，
問題 (DBC)を満たすことになる．
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　本研究では，不動点定理の応用により問題 (DBC)の
摂動系問題
　　　 ut(t, x) = uxx(t, x) + h(t, x, u(t, x))

　　　 u(t, 0) = 0 = u(t, 1)　（t > 0）
　　　 u(0, x) = f(x)　（0 < x < 1）
につき，解 uの f の関する定性解析の議論を述べる．

2. 不動点定理等の準備

各種類の方程式の解に関する定性解析において，重要
な役割を果たす不動点定理やコンパクト性定理等を述べ
る．

　「１」Schauder（シャウダー）の不動点定理 1)p.456

2)p.26 10)p.26, 11)p.179

定理 2.1 （Schauder）バナッハ空間Xの部分集合 S

上の写像 V : S → X は，次の条件 (1) - (4)を満たすと
する．
　 (1) 集合 S ⊂ X は，閉凸．
　 (2) V(S) ⊂ S．
　 (3) 写像 V : S → S は連続．
　 (4) 像 V(S) ⊂ X は相対コンパクト，すなわち，閉包
V(S)はコンパクトである．
　このとき，写像 V は S 内に少なくとも 1つの不動点
を有する．

　「２」Ascoli-Arzelà（アスコリ・アルツェラ）の定理
2)p.22, 3)p.75

　記号 ∥x∥は，x ∈ V（線形空間）のノルムとする．

定理 2.2 関数集合 S = {f : I1 → Rm, f は連続 }
（区間 I1 = [a, b]）は，次の条件 (1)，(2)を満たすとす
る．
　 (1) Sは（I1上で）一様有界，すなわち，あるM > 0

が存在し，次式が成り立つ．
　　　　　 max

I1
∥f(t)∥ ≤ M（f ∈ S）

　 (2) S は（I1 上で）同程度連続，すなわち，微小な
ε > 0に対し，ある正数 δ < εが存在し，次式が成り立
つ．
　　　 ∥f(t)−f(s)∥ < ε（f ∈ S，t, s ∈ I1，|t−s| < δ）
　このとき，集合 S ⊂ X は相対コンパクト，すなわち，
閉包 cl(S)がコンパクトである．

　「３」Gronwall（グロンウォール）の不等式 12)p.30

定理 2.3 　連続関数 u, g : J → R+ （区間 J ⊂ R）
と定数K ≥ 0に関し，次式が成り立つとする．
　　　　　 u(t) ≤ K +

∫ t

a
g(s)u(s)ds （区間 [a, t] ⊂ J）

　このとき，次式が成り立つ．
　　　　　 u(t) ≤ Ke

∫ t
a
g(s)ds（t ∈ J）

　「４」関数集合のコンパクト性
　自然数 n ∈ N，区間 I = [0, 1]，Jn = [0, n]，D(n) =

Jn × I とする．D(n)上で連続関数の集合 C(D(n)) の
部分集合 Sについて一様有界，かつ同程度連続であると
き，対角線論法により全有界性が示される．あるいは，
ある集合の有限個からなる ε（イプシロン）ネットの存
在により，相対コンパクト性を導いている．9)10 章

例 2.4 　集合 S = {w : D(n) → R} ⊂ C(D(n))は
次の条件を満たすとする．
　 (1) S は（D(n)上で）一様有界，すなわち，ある定
数M > 0が存在し，次式が成り立つ．
　　　　　 supD(n) |w(t, x)| ≤ M（w ∈ S）
　 (2) S は（D(n)上で）同程度連続，すなわち，任意
の微小な ε > 0に対し，ある正数 δ < εが存在し，次式
が成り立つ．
　　　　　 |w(t1, x1)− w(t2, x2)| < ε

　　（w ∈ S，|t1 − t2|+ |x1 − x2| < δ）
このとき，集合 Sは C(D(n)) において相対コンパクト
である．

定義 2.5 (1)（εネット）バナッハ空間Xの集合S ⊂
X について，Sの εネットNε(S) ⊂ X（ε > 0）は，次
式で定められる．
　　　 Nε(S) = {y ∈ X : 任意の x ∈ S に関し，∥x −
y∥ < εなる yが存在 }
　 (2) （全有界性）集合 S ⊂ X が全有界であるとは，
任意の微小 ε > 0に対し，有限個からなる Nε(S)が存
在するときをいう．

定理 2.6 2)p.23,3)p.54 バナッハ空間X において，次
の必要十分性が成り立つ．
　「集合 S ⊂ Xが全有界」⇔「Sは相対コンパクト」．

　次の例は，関数集合 {w(t, x) ∈ C(D(n)) : w は C2

級 } が相対コンパクトであるための条件を，偏導関数
∂ℓw
∂xℓ（ℓ = 0, 1, 2）に関して与えている．

例 2.7 自然数 n ∈ N，区間 I = [0, 1]，Jn = [0, n]，
D(n) = Jn × I として，次の条件 (1) - (4) が成り立つ
とする．
　 (1) 関数集合 A0(n) = {w ∈ C(D(n))}は，（D(n)上
で）一様有界，すなわち次式が成り立つ．
　　　　　 |w(t, x)| ≤ W0（(t, x) ∈ D(n)，n ∈ N）
　 (2)集合A0(n)は，（D(n)上で）同程度連続，すなわち，
任意の ε > 0に対し，ある δ > 0が存在し，|t2−t1| < δ，
かつ |x2 − x1| < δ（(t1, x1), (t2, x2) ∈ D(n)）のとき，
次式が成り立つ．
　　　　　　 |w(t1, x1)− w(t2, x2)| < ε

　 (3) 関数集合 A1(n) = {w ∈ A0(n) : w は C1級 }に
つき，ある正数W1 が存在し，
　　　　 |wx(t, x)| ≤ W1（(t, x) ∈ D(n)，n ∈ N）
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を満たす．
　 (4) 関数集合 A2(n) = {w ∈ A1(n) : w は C2級 }に
つき，ある正数W2 > 0が存在し，次式が成り立つ．
　　　 |wxx(t, x)| ≤ W2（(t, x) ∈ D(n)，n ∈ N）
　このとき，St(n) = A2(n)とおく．関数集合 St(n) ⊂
C(D(n))（n ∈ N）は，相対コンパクトである．
　証明は，文献 [9]第 10章を参照されたい．

3. 放物型偏分方程式の解の漸近挙動

　線形空間 C2[0, 1]の正規直交基底を {φk ∈ C[0, 1] :

k ∈ Z+}とし，f(0) = 0 = f(1)を満たす f ∈ C2[0, 1]

に関し Fourier 係数 dk =

∫ 1

0

φk(y)f(y)dy（k ∈ Z+）

を用いて，ノルムを

　　　　　 ∥f∥F =

∞∑
k=0

|dk|

と定義する．正数M > 0が存在し，非負整数 k ∈ Z+

に対し，|dk| ≤ M
k2 から，

∑∞
k=1 |dk| ≤

∑∞
k=0

M
k2 より，

∥f∥F < ∞ である．
∑∞

k=1
1
k2 = π2

6 > π4

90 =
∑∞

k=1
1
k4

より，正数 M ≤ 1 のとき，∥f∥F =
∑∞

k=1
M
k2 ≥∑∞

k=1
M2

k4 ≥
∑∞

k=1 |dk|2 =
∫ 1

0
|f(y)|2dy．

定義 3.1 関数 g(x)を固定し，線形系 D型混合問題

ut(t, x) = uxx(t, x)（t > 0，0 < x < 1）(3.1)

u(t, 0) = 0 = u(t, 1)（t ≥ 0）

u(0, x) = g(x)（0 ≤ x ≤ 1）

の解（g(0) = 0 = g(1)）を，次式で与える．

　　　　 ug(t, x) =

∫ 1

0

K(t, s, y)g(y)dy

（t ≥ 0，0 ≤ x ≤ 1）
関数 g : R+ → Rは C2 級で，また

　　　K(t, x, y) = 2
∞∑
k=1

e−k2π2t sin(kπx) sin(kπy)

（t ≥ 0，0 ≤ x ≤ 1）
とおく．また，線形摂動系 D型混合問題

ut(t, x) = uxx(t, x) + h(t, x, u(t, x)) (3.2)

　　　 (t > 0，0 < x < 1)

u(t, 0) = 0 = u(t, 1) (t > 0)

u(0, x) = f(x) （0 < x < 1）

ただし，実数値関数 u ∈ C2(R+ × I)，h ∈ C1(R+ ×
I ×R)，f ∈ C2(I)（f(0) = 0 = f(1)）を仮定し，摂動
系混合問題 (3.2)の漸近挙動に関する定義を述べる．
　 (1) 線形摂動系 D型混合問題 (3.2)の解 ug が，線形
系 D型混合問題 (3.1)の解 uf に対して，安定（[S]）で
あるとは，任意の微小な ε > 0に対し，正の δ < εが存
在し，任意の f ∈ C2[0, 1]（∥f − g∥F < δ）に関し，線
形摂動系D型混合問題 (3.2)の一意解 uf (t, x)が，次式

を満たすときをいう．
　　　　 |uf (t, x)− ug(t, x)| < ε（t ∈ R+，x ∈ I）
なお，uf (0, x) = f(x)，ug(0, x) = g(x)である．単に，
摂動系混合問題 (3.2)の解 uf は，ug[S]，ug安定という．
　 (2) 線形摂動系 D型混合問題 (3.2)の解 uf が，線形
系D型混合問題 (3.1)の解 ug に対して，有界（[B]）で
あるとは，任意の α > 0に対し，十分大の β > αが存
在し，任意の初期関数 f が ∥f − g∥F < αであるとき，
問題 (3.2)の一意解 uf が，次式を満たすときをいう．
　　　　 |uf (t, x)− ug(t, x)| < β （t ∈ R+，x ∈ I）
単に，摂動系混合問題 (3.2)の解 uf は，ug[B]，ug 有界
という．

4. 放物型偏微分方程式の線形摂動系 D型混合問題

本節では，Gronwallの不等式，Ascoli-Arzelàの定理，
不動点定理等の応用により，放物型偏微分方程式の線形
摂動系D型混合問題 (3.2) を考え，解の漸近挙動を議論
する．

　線形摂動系 D型混合問題の解の一意性 9)10 章

例 4.1 問題 (3.2)の解は，存在すれば一意的である．
　証明　関数 h : R× I ×R → Rは，C1級より，任意
の T > 0，任意のR > 0につき，ある L = L(T,R) > 0

が存在し，t ∈ [0, T ]，x ∈ I，|u| ≤ R において，
|∂h∂u (t, x, u)| ≤ Lが成り立つ．このとき，
　 |h(t, x, u1)− h(t, x, u2)|
= |

∫ 1

0
∂h
∂u (t, x, u2 + θ(u1 − u2))dθ(u1 − u2)|

≤ L|u1 − u2|（|uk| ≤ R，k = 1, 2）．
2つの解を u1(t, x)，u2(t, x)とし，w(t, x) = u1(t, x)−
u2(t, x)と定めると，
　wt = wxx+h(t, x, u1)−h(t, x, u2)（t > 0,0 < x < 1），
w(t, 0) = 0 = w(t, 1)（t > 0）,w(0, x) = 0（0 < x < 1）．
ここで，E(t) = 1

2

∫ 1

0
w(t, x)2dxを微分して，

　 E′(t) =
∫ 1

0
w(t, x)wt(t, x)dx

=
∫ 1

0
w(t, x){wxx + h(t, x, u1)− h(t, x, u2)}

= [w(t, x)wx(t, x)]
x=1
x=0 − 1

2

∫ 1

0
wx(t, x)

2dx

　　+
∫ 1

0
w(t, x){h(t, x, u1)− h(t, x, u2)}

≤
∫ 1

0
|w(t, x)|L|u1(t, x)− u2(t, x)|dx

≤ L
∫ 1

0
w(t, x)2dx = LE(t)．区間 [0, t]で E′(t)を積分

し，E(0) = 0より，E(t) ≤ L
∫ t

0
E(s)dsを得，Gronwall

の不等式から，E(t) ≤ E(0)eLt = 0（t ∈ [0, T ]）．よっ
て，u1(t, x) = u2(t, x)（t ∈ [0, T ]，x ∈ I）．♢

　フーリエ級数の定理から，線形摂動系 D型混合問題
(3.2)において h(t, x, u) ≡ 0のとき，次式で与えられる．
　 u(t, x)

= 2
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

（t > 0，0 < x < 1）
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　本研究では，線形摂動系D型混合問題 (3.2)の解の存在
に関して，不動点定理を応用し，さらに漸近挙動性につい
て示している．自然数n ∈ Nに対し，Jn = [0, n] ⊂ R+，
D(n) = Jn × I とし，解候補からなる連続関数の集合
S(n) = {w ∈ C(D(n)) : D(n) → R}を，適切に定め，
次の写像 V : S(n) → C(D(n))（w ∈ S(n)）を考える．
　 [V(w)](t, x)
= 2

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

　　+ 2
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　× h(s, x, w(s, y))dyds sin(kπx) （t ∈ R+，x ∈ I）
ここで，uw(t, x) = [V(w)](t, x) とおくと，関数 uw ∈
C(D(n))は，w ∈ S(n)に対する次の線形摂動系D型混
合問題の一意解である（t > 0，0 < x < 1）．
　　 ut(t, x) = uxx(t, x) + h(t, x, w(t, x))（下線部注意）
　　 u(t, 0) = 0 = u(t, 1)，u(0, x) = f(x)

このとき，uw ∈ C(D(n))は，次の積分の式を満たす．
　 uw(t, x)

= 2
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

　　+ 2
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　× h(s, x, w(s, y))dyds sin(kπx) （t ∈ R+，x ∈ I）
よって，中への写像 V : S(n) → S(n)であることが示さ
れたならば，次の同値関係を得る．
　「写像 V(w) = uw（w ∈ S(n)）は，不動点 zn ∈ S(n)

を有する」　
⇔ zn = V(zn)
⇔ 「zn(t, x) = 2

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy

　　× sin(kπx) + 2
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　× h(s, x, zn(s, y))dyds sin(kπx)が成り立つ」
⇔ 「関数 zn ∈ S(n) は，(t, x) ∈ D(n) における問題
(3.2)の解」
　さらに，点列 {zn : n ∈ N} から導出される関数
z ∈ C(R+ × I)が，問題 (3.2) の一意解であることを示
す．

　次の例では，摂動項 h(t, x, u) の Fourier 係数 cwk (s)

（k ∈ N，関数 w(t, x)は解候補である）は，R+上で有
界とする．

例 4.2 線形摂動系 D型混合問題 (3.2)に関し，次の
条件 (1) - (4)が満たされるとする．
　 (1) 関数 h(t, x, u) ∈ C2(R+ × I ×R)は，次式を満
たす．
　　　　 h(t, 0, u) = h(t, 1, u) = 0（t ∈ R+，u ∈ R）
　 (2) 連続関数m : R+ → R+ が存在し，Fourier係数

cwk (s) = 2

∫ 1

0

sin(kπy)h(s, y, w(s, y))dy （各 n ∈ N と

w ∈ S(n)に対し，k ∈ N）に関し，次式が成り立つ．
関数集合 S(n)は後述する．

　　　　　 |cwk (s)| ≤
m(s)

k2
　　（n ∈ N，w ∈ S(n)，k ∈ N，s ∈ R+）
　 (3) 関数m(s)はR+ 上有界で，次式が成り立つ．

　　　 sup
s≥0

m(s) = M0 < ∞

　 (4) 初期関数 f(x) ∈ C4(I) は，次の条件を満たす
W > 0が存在する．
　　 (a) f (ℓ)(0) = f (ℓ)(1)（ℓ = 0, 2）

　　 (b)
2|f (4)|∞

45
+

M0π
2

45
≤ W

（なお，|f (4)|∞ = maxy∈I |f (4)(y)|）
　このとき，線形摂動系 D 型混合問題 (3.2) の一意解
u(t, x)が存在し，u(t, x)は次式を満たす．
u(t, x) = 2

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

　　　　+ 2
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　　　× h(s, y, u(s, y))dyds sin(kπx)

　　　　　　　　　　　　　　　　（t ∈ R+，x ∈ I）

　証明　条件 (1) は，t ≥ 0 を固定するとき，u(t, x)

が xに関し，奇関数であるときに，合成 h(t, x, u(t, x))

も奇関数に拡張可能であることを保証する．初期関数
f ∈ C4(I) を固定し，関数集合 S(n) を次に定義する．
n ∈ N を固定し，Jn = [0, n]，D(n) = Jn × I とおく．
　　　 S(n) = {w(t, x) ∈ C(D(n)) : 関数 w：D(n) →
Rは次の条件 (ア)− (ウ)を満たす }．
　 (ア) w(t, 0) = 0 = w(t, 1)

　 (イ) w(0, x) = f(x)（x ∈ I）
　 (ウ) max{|w(t, x)|：(t, x) ∈ D(n)} ≤ W

写像 V : S(n) → C(D(n))を，w ∈ S(n)に対し，次式
で定める．

[V(w)](t, x)

=

∫ 1

0

K(t, x, y)f(y)dy

+

∫ t

0

∫ 1

0

K(t− s, x, y)h(s, y, w(s, y))dyds (4.3)

（K(t, x, y) = 2
∑∞

k=1 e
−k2π2t sin(kπx) sin(kπy)，

(t, x) ∈ D(n)）
　写像 V は中への写像であることを示す．V(w) = uw

とおくと，
　 uw(t, x)

= 2
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

　　+ 2
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx)

を得る．V(S(n)) ⊂ S(n)を示す．
　　　K(t, 0, y) = 0 = K(t, 1, y) = 0

から，uw(t, 0) = 0 = uw(t, 1)．
|uw(t, x)|
≤ |2

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)|
　　+ |2

∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx)|
= Aw

1 +Aw
2 とおく．

　項 Aw
1 について．f(y) を周期２の奇関数に拡張し，

その Fourier係数
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　　　 dk =
∫ 1

−1
sin(kπy)f(y)dy

は，部分積分法により条件 (4)から
|dk| = |

∫ 1

−1
sin(kπy)
(kπ)2 f ′′(y)dy|

　　 = |
∫ 1

−1
− sin(kπy)

(kπ)4 f (4)(y)dy| ≤ 2|f(4)|∞
k4π4

（k ∈ N）である．
Aw

1 = |2
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)|
= |

∑∞
k=1 e

−k2π2tdk sin(kπx)|
≤ 2

∑∞
k=1 |dk| ≤ 2

∑∞
k=1

2|f(4)|∞
k4π4

≤ 2|f(4)|∞
45 （

∑∞
k=1

1
k4 = π4

90）．
　項 Aw

2 について．
Aw

2 = |2
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　　× h(s, y, w(s, y))dy sin(kπx)ds|
≤ 2

∫ t

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s)cwk (s)ds

≤ 2
∫ t

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s)m(s)
k2 ds

= 2
∑∞

k=1 e
−k2π2t( e

k2π2t−1
k2π2 )M0

k2

≤ 2M0

∑∞
k=1

1
k4π2 = 2M0

π2
π4

90 = M0π
2

45 ．

よって，|uw(t, x)| ≤ 2|f(4)|∞
45 + M0π

2

45 ≤ W より，
V(S(n))は一様有界である．V(S(n)) ⊂ S(n)となる．
　関数集合の像 V(S(n)) ⊂ C(D(n))（n ∈ N）はコン
パクトであることを示す．実際，V(S(n))は同程度連続
が成り立つ．実際，任意の正数 0 < ε < 1に対し，正数
δ < εは次の条件を満たすとする．
　　　　 2δ

3 |f (4)|∞ + δM0π
2

3 + δ 2M0π
3 < ε．

また，0 ≤ t2 − t1 < δ，0 ≤ x2 − x1 < δとする．
|uw(t2, x2) − uw(t1, x1)| ≤ |uw(t2, x2) − uw(t1, x2)| +
|uw(t1, x2)− uw(t1, x1)| ≤ Cw

1 + Cw
2 とおく．

　 Cw
1 = |uw(t2, x2)− uw(t1, x2)|

≤ 2|
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t2 sin(kπy)f(y)dy sin(kπx2)

　−
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t1 sin(kπy)f(y)dy sin(kπx2)|
　+2|

∫ t2
0

∫ 1

0

∑∞
k=1e

−k2π2(t2−s)h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)

　−
∫ t1
0

∫ 1

0

∑∞
k=1e

−k2π2(t1−s)h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)|
= 2|

∫ 1

0

∑∞
k=1{e−k2π2t2 − e−k2π2t1}

　　× sin(kπy)f(y)dy sin(kπx2)|
　+ 2|(

∫ t1
0

+
∫ t2
t1
)
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t2−s)

　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)

　−
∫ t1
0

∫ 1

0

∑∞
k=1e

−k2π2(t1−s)h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)|
≤ 2

∑∞
k=1 e

−k2π2t2{1− ek
2π2(t2−t1)}|dk|

　+ 2|
∫ t1
0

∫ 1

0

∑∞
k=1{e−k2π2(t2−s) − e−k2π2(t1−s)}

　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)|
　+ 2|

∫ t2
t1

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t2−s)

　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)|
= Cw

11 + Cw
12 + Cw

13 とおく．
　 Cw

11 = 2
∑∞

k=1 e
−k2π2t2{1− ek

2π2(t2−t1)}|dk|
≤ 2

∑∞
k=1 k

2π2δ 2|f(4)|
k4π4 = 2δ |f(4)|∞

3 ．
　 Cw

12 = 2|
∫ t1
0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t2−s)

　　　×(1−ek
2π2(t2−t1)}h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)|

≤ 2
∫ t1
0

e−k2π2(t2−s)
∑∞

k=1 k
2π2δ|cwk (s)|ds

≤ 2δ
∑∞

k=1 k
2π2e−k2π2t2 ek

2π2t1−1
k2π2

m(s)
k2

≤ 2δ
∑∞

k=1
M0

k2 ≤ δM0π
2

3 ．

　 Cw
13 = 2|

∫ t2
t1

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t2−s)

　　　　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)|
= 2

∫ t2
t1

∑∞
k=1 e

−k2π2(t2−s)|cwk (s)|ds
≤ 2

∫ t2
t1

∑∞
k=1 e

−k2π2(t2−s)M0

k2 ds ≤ δ π2M0

3 ．
　 Cw

2 = |uw(t1, x2)− uw(t1, x1)|
≤ 2|

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t1 sin(kπy)f(y)dy sin(kπx2)

　−
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t1 sin(kπy)f(y)dy sin(kπx1)|
　+ 2|

∫ t1
0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t1−s) sin(kπy)

　　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)

　−
∫ t1
0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t1−s) sin(kπy)

　　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx1)|
= 2|

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t1 sin(kπy)f(y)dy

　　　× | sin(kπx2 − sin(kπx1)|
　+ 2|

∫ t1
0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t1−s) sin(kπy)

　　　× h(s, y, w(s, y))dyds{sin(kπx2)− sin(kπx1)}|
≤ 2

∫ t1
0

∑∞
k=1 |dk|e−k2π2(t1−s)2| cos kπ(x2+x1)

2 | 　　　
　　　× | sin kπ(x2−x1)

2 |
　+ 2|

∫ t1
0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t1−s)cwk (s)ds

　　　× {sin(kπx2)− sin(kπx1)}|
≤ 2

∫ t1
0

∑∞
k=1

M0

k2 e
−k2π2(t1−s)2kπδ

2

　+ 2
∫ t1
0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t1−s)M0

k2 ds2
kπδ
2

≤ δ 2M0

π

∑∞
k=1

1
k2 = δM0π

3 ．
よって，任意の正数 ε < 1に対し，正数 δ < εをとり，
|t1 − t2| < δ，かつ |x1 − x2| < δならば
　　 |uw(t2, x2)− uw(t1, x1)|
≤ |uw(t2, x2)− uw(t1, x2)|+ |uw(t1, x2)− uw(t2, x2)|
≤ Cw

11 + Cw
12 + Cw

13 + Cw
2

≤ 2δ |f(4)|∞
3 + δM0π

2

3 + δ 2M0π
3 < ε

を得て，集合 S(n)(⊂ C(D(n))) は，D(n) 上で相対コ
ンパクトである（例 2.4参照）．
　写像 V : S(n) → S(n) は連続であることを示す．
実際，{wp ∈ S(n) : p ∈ N} は，limp→∞ wp = w0

（∈ S(n)，n ∈ N）とし，up = uwp，u0 = uw0 とおく．
|up(t, x)− u0(t, x)|
= |2

∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy){h(s, y, up(s, y))−
h(s, y, u0(s, y))}dyds sin(kπx)|．
ここで，
sup{|up(t, x)| : (t, x) ∈ D(n)} ≤ W，sup{|u0(t, x)| :
(t, x) ∈ D(n)} ≤ W（n ∈ N）
より，limp→∞ V(wp) = V(w0)（∈ S(n)）が成り立つか
ら，V は連続である．
　集合 S(n)は，閉凸で有界集合であることは明らか．
　 Schauder の不動点定理から，不動点 w ∈ S(n)：
w = V(w)
⇔ w(t, x) = 2

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

+2
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s)h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx)

(t ∈ Jn，x ∈ I，n ∈ N)

が存在し，一意的である（例 4.1参照）．
　各写像 V : S(n) → S(n)（n ∈ N）の不動点の集
合 {w(t, x) ∈ S(n) ⊂ C(D(n))} （D(n) = Jn × I，
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Jn = [0, n]，I = [0, 1]，n ∈ N）から，次の点列
{un ∈ C(R+ × I) : R+ × I → R}を構成する．

　　　 un(t, x) =

{
w(t, x) ((t, x) ∈ D(n))

w(n, x) (t ≥ n，x ∈ I)

集合 {un ∈ C(R+ × I) : n ∈ N}は，|un(t, x)| ≤ W

（n ∈ N，t ∈ R+，x ∈ I）より，
一様有界．また {un : n ∈ N} は，R+ × I 上で同程
度連続．実際，任意の正数 ε < 1 に対し，δ > 0 は
2δ |f(4)|∞

3 +δ 2M0π
2

3 +δ 2M0π
3 < εを満たし，|t1−t2| < δ，

かつ |x1 − x2| < δならば
　　　 |un(t2, x2)− un(t1, x1)|
≤ |un(t2, x2)− un(t1, x2)|+ |un(t1, x2)− un(t2, x2)|
≤ Cw

11 + Cw
12 + Cw

13 + Cw
2

≤ 2δ |f(4)|∞
3 + δ 2M0π

2

3 + δ 2M0π
3 < εが成り立つ．

よって，Ascoli-Arzelàの定理から，点列
{un ∈ C(R+ × I)} は，集合R+ × I 上で，極限
　　　　 limn→∞ un(t, x) = u0

は収束し，u0 ∈ C(R+ × I)が存在し，次式を満たす．
　　 u0(t, x)

= 2

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

+2

∫ t

0

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2(t−s)h(s, y, u0(s, y))dyds sin(kπx)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (t ∈ R+，x ∈ I)

この関数 u0 は，線形摂動系 D型混合問題 (3.2)の一意
解である．♢

　次の例では，摂動項 h(t, x, u) の Fourier 係数 cwk (s)

（k ∈ N，関数 w(t, x)は解候補である）は，t ∈ R+ に
関し，絶対可積分とする．

例 4.3 線形摂動系 D型混合問題 (3.2)に関し，I =

[0, 1]として，次の条件 (1) - (4)を満たすとする．
　 (1) 関数 h(t, x, u) ∈ C2(R+ × I ×R)は，次式を満
たす．
　　　　 h(t, 0, u) = h(t, 1, u) = 0（t ∈ R+，u ∈ R）
　 (2) 連続関数 m1 : R+ → R+ が存在し，各 n ∈ N

と w ∈ S(n)に対し，Fourier係数

　　　　 cwk (s) = 2

∫ 1

0

sin(kπy)h(s, y, w(s, y))dy

は，次式を満たす．関数集合 S(n)は後述する．

　 |cwk (s)| ≤
m1(s)

k2
(n, k ∈ N，w ∈ S(n)，s ∈ R+)

　 (3)

∫ ∞

0

m1(s)ds = ML < ∞

　 (4)関数 f ∈ C4(I)とする．ある定数 η0 > 0，T0 ≥ 0，
W > 0，M0 > 0は，次式 (a) - (d)を満たす．
　　 (a) f (ℓ)(0) = 0 = f (ℓ)(1)（ℓ = 0, 2）
　　 (b) max{m1(s) : s ∈ [0, T0]} ≤ M0

　　 (c)

∫ ∞

T0

m1(s)ds ≤ η0

　　 (d)
|f (4)|∞

45
+

M0

90
+

η0π
2

6
≤ W

　このとき，線形摂動系のD型混合問題 (3.2)の一意解
u(t, x)が存在し，u(t, x)は次式を満たす．

u(t, x) = 2

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

+2

∫ t

0

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2(t−s) sin(kπy)

×h(s, y, u(s, y))dyds sin(kπx) (4.4)

（t ∈ R+，x ∈ I）
　証明は，例 4.2と同様である．詳しくは文献 [9]第 10

章を参照されたい．
　次の例では，集合のコンパクト性の証明に関し例 2.7

が応用される．

例 4.4 線形摂動系 D 型混合問題 (3.2) に関し，
I = [0, 1]として，次の条件 (1) - (5)が成り立つ．
　 (1) 関数 h(t, x, u) ∈ C2(R+ × I ×R)は，次式を満
たす．
　　　 h(t, 0, u) = h(t, 1, u) = 0（t ∈ R+，u ∈ R）
　 (2) 定数W0 > 0とM > 0が存在し，2階偏導関数
hxx(t, x, u)，hux(t, x, u)，huu(t, x, u) につき，次の条
件 (a)，(b)が成り立つ．

(a) max{|hxx(t, x, u)|, |hux(t, x, u)|, |huu(t, x, u)|：　
　　　　　 t ∈ R+，x ∈ I，|u| ≤ W0} ≤ M < 3

(b) |h(t, x, u)| ≤ M |u|(t ∈ R+，x ∈ I，|u| ≤ W0)

　 (3) 初期関数 f(x) ∈ C4(I)は，次の条件 (a)，(b)を
満たす．
　　 (a) f (ℓ) = 0 = f (ℓ)(1)（ℓ = 0, 2）
　　 (b) |f(4)|∞

15 ≤ W0(3−M)

　 (4) 2|f (4)|∞
∞∑
k=1

1

k3π3
+

M

90
{1 +W1 +W 2

1 +W2)}

　　　　 ≤ W1

　 (5)
π2

6
{|f (4)|∞ +M(1 +W1 +W 2

1 +W2)} ≤ W2

　　　　　（なお，|f (ℓ)|∞ = max
y∈I

|f (ℓ)(y)|，ℓ ∈ Z+）

　このとき，線形摂動系混合問題 (3.2)の一意解 u(t, x)

が存在し，u(t, x)は次式を満たす．

u(t, x) = 2

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

+2

∫ t

0

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2(t−s) sin(kπy)

×h(s, y, u(s, y))dyds sin(kπx) (4.5)

（t ∈ R+，x ∈ I）
　証明は，文献 [9]第 10章を参照されたい．

　次の例では，混合問題 (3.2)の解 uf = uf
0 + uf

1 にお
いて，線形常微分方程式と同様に，一般解（uf

0 が相当）
と特殊解（uf

1 が相当）の存在と評価を示している．
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例 4.5 線形摂動系 D型混合問題 (3.2)に関し，条件
(1) - (3)を仮定する．
　 (1) 例 4.2の前提条件 (1) - (4)を仮定する，
　 (2) 関数H1 : R+ → R+ が存在し，次の不等式を満
たす．
　　　　 |h(s, y, w1)−h(s, y, w2)| ≤ H1(s)|w1 −w2| 　
　　　　　　　　　　（s ∈ R+，y ∈ I，w1, w2 ∈ R）
　　かつH1(s) ≤ c1 < 3　（s ∈ R+）
　 (3) h(t, x, 0) = 0（t ∈ R+，x ∈ I）
　このとき，gの線形混合問題 (3.1)と f の線形摂動系
混合問題 (3.2)に関し，次の結論 (I)，(II) を得る．
　 (I) 線形摂動系 D型混合問題 (3.2)の解 uf は，線形
系 D型混合問題 (3.1)の解 ug に対し，安定（[S]）であ
る．固定される g に対し，g の近傍に存在する f を考
える (ug 安定)．
　 (II) 例 4.2における f の条件を，f, g ∈ C4(I) が満
たすと仮定する．さらに p = f, gとして，
　　 up(t, x) = up

0(t, x) + up
1(t, x)，ただし

　　up
0(t, x) = 2

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2t sin(kπy)p(y)dy sin(kπx)，

　　 up
1(t, x) = 2

∫ t

0

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2(t−s) sin(kπy)

× h(s, y, up(s, y))dydy sin(kπx)

とおく．次の結論 (A) - (C)を得る．
　　 (A) lim

t→∞
up
0(t, x) = 0（p = f, gで，x ∈ I）

　　 (B) 解 ug = ug
0 + ug

1 について

　　　　 ∥ug
0∥R+×I ≤|g(4)|∞

45
，∥ug

1∥R+×I ≤M0π
2

90
が成り立つ．なお，∥u∥R+×I = max{u(t, x) : (t, x) ∈
R+ × I}である．
　　 (C) ∥uf

1∥R+×I< ∥uf∥R+×I

　証明方針　例 4.2の条件 (1) - (4)から，Schauderの
不動点定理から，任意の初期関数 f に関し線形摂動系
D型混合問題 (3.2)の解は一意的に存在する．
　 (I) 線形摂動系D型混合問題 (3.2)の解 uf の ug 安定
（[S]）を示す．関数 g ∈ C2(I) は，線形系 D 型混合問
題 (3.1) の初期関数とし，その解を ug(t, x)（t ∈ R+，
x ∈ I）とする．微小な ε > 0に対し，正数 δ は次式を
満たすとする．
　　 2δ

1− c1
3

< ε．

　任意の初期関数 f ∈ C2(I)は f(0) = 0 = f(1)を満
たし，∥f − g∥F < δとする．線形摂動系 D型混合問題
(3.2)，線形混合問題 (3.1) の解をそれぞれ，
　 uf (t, x) = 2

∫ 1

0
K(t, x, y)f(y)dy

　　　　　+2
∫ t

0

∫ 1

0
K(t− s, x, y)h(s, y, uf (s, y))dyds，

　 ug(t, x) = 2
∫ 1

0
K(t, x, y)g(y)dy

　　　　　+
∫ t

0

∫ 1

0
K(t− s, x, y)h(s, y, ug(s, y))dyds

とする．このとき，Fourier係数を次に定義する．
　 dfk = 2

∫ 1

0
sin(kπy)f(y)dy,

　 dgk = 2
∫ 1

0
sin(kπy)g(y)dy，

　 cfk(s) = 2
∫ 1

0
sin(kπy)h(s, y, uf (s, y))dy，

　 cgk(s) = 2
∫ 1

0
sin(kπy)h(s, y, u0(s, y))dy．

　よって，|uf (t, x)− ug(t, x)|
≤ 2|

∫ 1

0

∑∞
k=1e

−k2π2tsin(kπy){f(y)− g(y)}dy sin(kπx)|
　+2|

∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy){h(s, y, uf (s, y))

　− h(s, y, ug(s, y)}dyds sin(kπx)|
≤ 2

∑∞
k=1 e

−k2π2t|dfk − dgk|dy + 2
∫ t

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s)

　　×H1(s)
∫ 1

0
|uf (s, y)− ug(s, y)|dyds

≤ 2
∑∞

k=1 |d
f
k − dgk|

　+ 2
∫ t

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s)H1(s)ds∆U(t)．
ただし，∆U(t) = max{|uf (s, y) − ug(s, y) : s ∈ [0, t]}
とおく．
　よって，∆U(t) ≤ 2∥f − g∥F + 2

∑∞
k=1

c1
k2π2∆U(t) =

2∥f − g∥F + 2
π2

π2

6 c1∆U(t) から，∆U(t)(1 − c1
3 ) ≤

2∥f − g∥F．すなわち，次式が成り立つ．
　　　max{|uf (s, x)− ug(s, x)| : s ∈ [0, t]} < ε

（t ∈ R+，x ∈ I）．
従って，線形摂動系 D型混合問題 (3.2)の解 uf は，線
形系 D型混合問題 (3.1)に対し，ug 安定である．
　 (II) (A) 関数 p の Fourier 係数は dpk =∫ 1

−1
sin(kπy)p(y)dy = 2

∫ 1

0
sin(kπy)p(y)dy =

2
∫ 1

0
− sin(kπy)

k2π2 p′′(y)dy より，|dpk| ≤ 4|p′′|∞
k2π2 ．よっ

て t → ∞のとき，
|up

0(t, x)| = 2|
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2tdpk sin(kπx)| ≤
2
∑∞

k=1 e
−k2π2t|dpk| ≤ 4

∑∞
k=1 e

−k2π2t 4|p′′|∞
k2π2 ≤

4|p′′|∞
∑∞

k=1
1

k4π4t = 4|p′′|∞
t

∑∞
k=1

1
k4π4 = 4|p′′|∞

t
1
90 →

0（t → ∞）．
　　 (B) 例 4.2 の証明において，ug ∈ C(D(n))

（n ∈ N）から，明らか．
　　 (C) |uf

1 (t, x)| = 2|
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1

× e−k2π2(t−s) sin(kπy)×h(s, y, uf (s, y))dyds sin(kπx)|
≤ 2

∑∞
k=1 e

−k2π2t
∫ t

0
ek

2π2sH1(s)|uf (s, y)|dsdy
≤ 2

∑∞
k=1

1−e−k2π2

k2π2 3|uf |∞ < 2 1
π2

∑∞
k=1

1
k2 3|uf |∞

= |uf |∞．ただし |uf |∞ = |uf |R+×I．♢

　次の例では，線形摂動系 D型混合問題 (3.2)に関し，
解の漸近挙動性の十分条件を与えている．

例 4.6 線形摂動系 D 型混合問題 (3.2) に関し，例
4.3の前提条件 (1) - (4)を仮定する，
　このとき，線形摂動系 D 型混合問題 (3.2) のすべて
の解 uf は，ug 有界（[B]）である．
　証明方針　線形系混合問題 (3.1) と ug(0, x) = g(x)

の解は，
　ug(t, x) = 2

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)g(y)dy sin(kπx)

である．初期条件 uf (0, x) = f(x)（f ∈ C(I)）を満た
す解 uf (t, x)は，
　　uf (t, x) = 2

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2πt sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

　　　　　　+ 2
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π(t−s) sin(kπy)
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　　× h(s, y, u(s, y))dyds sin(kπx)．
このとき，
|uf (t, x)− ug(t, x)| ≤
2|
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2πt sin(kπy){f(y)− g(y)}dy sin(kπx)|
+ 2|

∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π(t−s) sin(kπy)

　× h(s, y, u(s, y))dyds sin(kπx)|
≤ 2

∑∞
k=1 |d

f
k − dgk|+ 2

∫ t

0

∑∞
k=1 |cuk(s)ds|．

ただし，Fourier係数
　　 dfk = 2

∫ 1

0
sin(kπy)f(y)dy，

　　 dgk = 2
∫ 1

0
sin(kπy)g(y)dy，

　　 cuk(s) = 2
∫ 1

0
sin(kπy)h(s, y, u(s, y))dy

は，|f ′′|∞ = max{|f ′′(y)| : y ∈ [0, 1]}とおくと，∑∞
k=1 |d

f
k | ≤

∑∞
k=1

2|f ′′|∞
k2 ．α > 0 に対し，

∥f − g∥F < α，β > α+B，B =
∫∞
0

mu(s)ds
∑∞

k=1
1
k2

として，
|uf (t, x)− ug(t, x)|
≤ 2

∑∞
k=1 |d

f
k − dgk|+ 2

∫ t

0

∑∞
k=1

m(s)
k2

≤ 2∥f − g∥F + 2
∫∞
0

m(s)ds
∑∞

k=1
1
k2

< 2α + B < β．ゆえに，線形摂動系混合問題 (3.2)の
解のすべては，線形系混合問題 (3.1) に対し，ug 有界
となる．♢

　次の例では，不動点定理を応用し，混合問題 (3.2)の
安定性を示している．

例 4.7 線形摂動系 D型混合問題 (3.2)に関し，次の
条件 (1) - (3) が成り立つとする．
　 (1) 関数 h : R+ × [0, 1]×R → Rは，C1 級とし，
　　　　 h(t, 0, u) = h(t, 1, u) = 0（t ∈ R+，u ∈ R）
　 (2) ある正数 C > 0は，次条件を満たす．

lim inf
ρ→+0

1

ρ
sup
|w|≤ρ

|h(s, y, w)| ≤ C <
1

3
　 (4.6)

（s ∈ R+, y ∈ [0, 1]）
　 (3) 関数 f ∈ C4(I) とし，f (ℓ)(0) = 0 = f (ℓ)(1)

（ℓ = 0, 2）とする．また固定される g ∈ C4(I) は，
g(ℓ)(0) = 0 = g(ℓ)(1)（ℓ = 0, 2）を満たすとする．
　このとき，線形摂動系D型混合問題 (3.2)は，固定の
g の線形系 D 型混合問題 (3.1) に対し，安定（[S]）で
ある．
　証明方針　自然数 n ∈ N を任意に固定し，区間
I = [0, 1]，Jn = [0, n]，集合D(n) = Jn × I とおく．条
件 (2)から，次の条件を満たす点列 {ρj > 0 : j ∈ N と
して，条件 (ア) - (ウ)が成り立つ }が存在する．
　 (ア) lim

j→∞
ρj = 0

　 (イ) sup
|w|≤ρj

|h(s, y, w)| ≤ ρjC （s ∈ R+，y ∈ I）

　 (ウ) ρj > ρj+1（j ∈ N）
微小な正数 ε < 1 に対し，ある ρj < ε（j ∈ N）
を固定する．関数 g ∈ C4(I) に対し，線形系問題
(3.1) の一意解を ug ∈ C2(R+ × I) とおく．このとき

|ug|∞ = max{|ug(t, x)| : (t, x) ∈ R+×I} ≤ 2|ug(t, x)|F
である．実際，|ug(t, x)|

≤
∑∞

k=1 e
−k2π2t|

∫ 1

−1
sin(kπy)g(y)dy sin(kπx)| ≤

2
∑∞

k=1 |d
g
k| = 2∥ug∥F．固定されている関数 g ∈ C4(I)

に対し，f ∈ C4(I)は，次式を満たすとする．

　　　　　
2∥f − g∥F
1− C

3

≤ ρj．

次の関数集合 S(n) ⊂ C(D(n))を定める．
　　　 S(n) = {w ∈ C(D(n)) : 関数 w は条件 (カ) -

(ク)を満たす }.
　 (カ) w(0, x) = f(x)（x ∈ I）
　 (キ) w(t, 0) = 0 = w(t, 1)（t ∈ Jn）
　 (ク) |w(t, x)− ug(t, x)| ≤ 2∥f−g∥F

1−C
3

≤ ρj

　（t ∈ Jn，x ∈ I）
条件 (ク)から，g = 0のとき，|w(t, x)| ≤ ε（t ∈ Jn，
x ∈ I）を得る．関数 w ∈ S(n) に対し，写像
U : S(n) → C(D(n))を，次に定め，uw = U(w)とお
く．

uw(t, x) = 2

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

+ 2

∫ t

0

∫ 1

0

∞∑
k=1

e−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx)

　（t ∈ Jn，x ∈ I）．
　 (I) 写像 U は中への写像：U(w) ∈ U(S(n))

を 示 す．実 際 ，f は [−1, 1] の 奇 関 数 と し ，
uw(0, x) = 2

∫ 1

0

∑∞
k=1

√
2 sin(kπy)f(y)dy sin(kπx) =∫ 1

−1

∑∞
k=1 sin(kπy)f(y)dy sin(kπx) = f(x)．また

uw(t, 0) = 0 = w(t, 1)が成り立つ．
さらに，(t, x) ∈ Jn × I のとき，|uw(t, x)− ug(t, x)| ≤
2|
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy){f(y)− g(y)}dy sin(kπx)
+ 2|

∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx)|
≤ 2

∑∞
k=1 |d

f
k − dgk| + 2

∑∞
k=1 e

−k2π2t ek
2π2t−1
k2π2 Cε ≤

2∥f − g∥F + 2Cε 1
π2

π2

6 ≤ ρj（t ∈ Jn，x ∈ I）が成り立
つ．ゆえに，uw ∈ S(n)から，U(S(n)) ⊂ S(n)である．
　 (II) 集合 U(S(n)) ⊂ C(D(n)) は，相対コンパクト
である．(I) と U(S(n)) ⊂ S(n) から，集合 U(S(n))

は一様有界である．U(S(n)) は同程度連続である．実
際，n ≥ t2 ≥ t1 ≥ 0，かつ 1 ≥ x2 ≥ x1 ≥ 0とする．
|uw(t2, x2)− uw(t1, x1)|
≤ |uw(t2, x2)−uw(t1, x2)|+ |uw(t1, x2)−uw(t1, x1)| =
Aw

1 +Aw
2 とおく．gに対し f は，

2∥f − g∥F
1− C

3

≤ ρj を満たし，各 f の |f ′′|∞ ≥ 0に対し

δ > 0は，次式を満たすとする．
　　　　 δ

6 |f
′′|∞ < ε( 12 − 2C

3 )，かつ
　　　　 δ

∑∞
k=1

|f ′′|∞
k3 π + 2Cε

3 < ε
2．

　項 Aw
1 について．δ > t2 − t1 ≥ 0，δ > x2 − x1 ≥ 0

として，Aw
1 = |uw(t2, x2)− uw(t1, x2)| ≤

2|
∫ 1

0

∑∞
k=1{e−k2π2t2−e−k2π2t1}sin(kπy)f(y)dysin(kπx2)
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　+ (
∫ t1
0

+
∫ t2
t1
)
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t2−s) sin(kπy)

　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)

　−
∫ t1
0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t1−s) sin(kπy)

　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx2)|
≤ 2

∑∞
k=1{e−k2π2t2{1− ek

2π2(t2−t1)}|dfk |
　+ 2

∫ t1
0

∑∞
k=1 e

−k2π2t2

　　× {1− ek
2π2(t2−t1)}ek2π2s|h(s, y, w(s, y))|ds

　+ 2
∫ t2
t1

∑∞
k=1 e

−k2π2(t2−s)|h(s, y, w(s, y))|ds
≤ 2

∑∞
k=1 k

2π2(t2 − t1)|dfk |+ 2
∑∞

k=1 e
−k2π2t2

　　× {1− ek
2π2(t2−t1)} ek

2π2t1−1
k2π2 Cε

　+ 2
∑∞

k=1 e
−k2π2t2 e−k2πt2−e−k2πt1

k2π2 Cε

≤ 2δ
∑∞

k=1 k
2π2 |f ′′|∞

k4 + 4
∑∞

k=1
1

k2π2Cε

= δ
3 |f

′′|∞ + 4Cε
6 < ε

2 である．実際，C < 1
3 から，固

定される gに対し f は，
2∥f − g∥F
1− C

3

≤ ρj を満たし，各

f の |f ′′|∞ ≥ 0に対し δ > 0は， δ
3 |f

′′|∞ < ε( 12 − 2C
3 )

を満たすとする．
　項 Aw

2 について．Aw
2 = |uw(t1, x2)− uw(t1, x1)|

= 2|
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t1 sin(kπy)f(y)dy

　　× {sin(kπx2)− sin(kπx1)}
　+

∫ t1
0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t1−s)

　　× | sin(kπy)h(s, y, w(s, y))dy|ds|
　　× sin(kπx2)− sin(kπx1)|
≤ 2

∑∞
k=1 |d

f
k |2| cos

kπ(x2+x1)
2 sin kπ(x2−x1)

2 |
　+ 2

∑∞
k=1 e

−k2π2t1 1−e−k2π2t1

k2π2 2Cε

≤ 2
∑∞

k=1
|f ′′|∞
k4 2kπδ

2 + 4
∑∞

k=1
1

k2π2Cε

= 2δ
∑∞

k=1
|f ′′|∞
k3 π + 4π2

6 Cε

= 2δ
∑∞

k=1
|f ′′|∞
k3 π + 2Cε

3 < ε
2

を得る．
　よって，w ∈ S(n)，|t1−t2| < δ，かつ |x1−x2| < δの
とき，|uw(t2, x2)−uw(t1, x1)| ≤ Aw

1 +Aw
2 ≤ ε

2 +
ε
2 < ε

（t1, t2 ∈ Jn，x1, x2 ∈ Jn）より，S(n)は同程度連続で
ある．Ascoli-Arzeláの定理から，集合 S(n)（n ∈ N）
は相対コンパクトである．
　 (III) 集合 U(S(n)) ⊂ C(D(n))は閉凸集合である．

(IV) 写像 U : S(n) → S(n) は，連続である．点列
{wj ∈ S(n)：j ∈ N}（n ∈ N は固定）は
　　　　　 limj→∞ wj = w0∈ S(n)

のとき，limj→∞ U(wj) = U(w0)を示せばよい．
　 (V) Schauder の不動点定理から，写像 U は，S(n)

内に不動点 wをもつ
⇔ w = U(w)

⇔ w(t, x) = 2
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy)f(y)dy sin(kπx)

　　　　 + 2
∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　　　　　× h(s, y, w(s, y))dyds sin(kπx)

　（t ∈ Jn，x ∈ I）．
　 (VI) fの線形摂動系D型混合問題 (3.2)の解ufが，一
意的に存在する．次の関数列 {un : R+×I → R, n ∈ N}
を構成する．

　　　 un(t, x) =

{
w(t, x) (t ∈ Jn, x ∈ I)

w(n, x) (t ≥ n, x ∈ I)
．

このとき，集合 {un ∈ C(R+ × I) : n ∈ N}は，一様有
界，かつ同程度連続である．Ascoli-Arzeláの定理から，
集合 {un}は，集合R+ × I の任意のコンパクト集合上
で，相対コンパクトであるので，極限 limn→∞ un = u，
かつ u ∈ {un}が存在する．その関数 u ∈ C(R+ × I)

は，f の線形摂動混合問題 (3.2)の解である．また，例
4.1から一意的である．
　 (VII) f の線形摂動混合問題 (3.2) の解 uf は，g の
線形系混合問題 (3.1) の解 ug に対し，安定（[S]）で
ある．任意の正数 ε < 1に対し，δ > 0は， 2δ

1−C
3

≤ ε

とする．∥f − g∥F < δ のとき，|uf (t, x) − ug(t, x)| ≤
2|
∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2t sin(kπy){f(y)− g(y)}dy sin(kπx)|
+ 2|

∫ t

0

∫ 1

0

∑∞
k=1 e

−k2π2(t−s) sin(kπy)

　　　　× h(s, y, uf (s, y))dyds sin(kπx)|
≤ 2

∑∞
k=1 |d

f
k − dgk| + 2

∑∞
k=1 e

−k2π2t ek
2π2t−1
k2π2 Cε ≤

2δ + 2Cε 1
π2

∑∞
k=1

1
k2 = 2δ + Cε

3 ≤ ε（t ∈ R+，x ∈ I）
を得る．よって，f の線形摂動系 D 型混合問題 (3.2)

は，gの線形混合問題 (3.1)に対し，[S]である．♢

5. おわりに

本研究では放物型偏微分方程式に関し，（Dirichet境界
条件を有する）線形系 D型混合問題（L）:

　　 ut(t, x) = uxx(t, x)（t > 0，x ∈ I）
　　 u(t, 0) = 0 = u(t, 1)（t > 0）
　　 u(0, x) = g(x)（x ∈ I）
ただし，t ∈ R+ = [0,∞)，x ∈ I = [0, 1]，関数 g : I →
R（g(0) = 0 = g(1)）は十分滑らか，関数 u : R+×I →
Rは C2 級，また，
線形摂動系 D型混合問題（H）:

　　 ut(t, x) = uxx(t, x)+h(t, x, u(t, x))（t > 0，x ∈ I）
　　 u(t, 0) = 0 = u(t, 1)（t > 0）
　　 u(0, x) = f(x)（x ∈ I）
ただし，関数 h : R+ × I → R と関数 f : I → R

（f(0) = 0 = f(1)）は十分滑らかとして，2問題を考え
る．3節では，線形摂動系混合問題（H）の解 uf に関し，
線形系混合問題（L）の解 ug 対する安定性 [S]と，有界
性 [B]の定義を新たに与えている．4節では，Schauder

の不動点定理，Gronwallの不等式，Ascoli-Arzeláの定
理を応用し，

• 非線形問題（H）の解 uf の存在と一意性

• 非線形問題（H）の解 uf の，線形問題（L）の解 ug

に対する安定性（stabiity）

• 非線形問題（H）の解 uf の，線形問題（L）の解 ug

に対する有界性（boundedness）

の十分条件を与えている．
　今後は，放物型偏微分方程式に関し，（Neumann境界
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条件を有する）線形系 N型混合問題（LN）:

　　 ut(t, x) = uxx(t, x)（t > 0，x ∈ I）
　　 ux(t, 0) = 0 = ux(t, 1)（t > 0）
　　 u(0, x) = g(x)（x ∈ I）
と，線形摂動系 N型混合問題（HN）:

　　 ut(t, x) = uxx(t, x)+h(t, x, u(t, x))（t > 0，x ∈ I）
　　 ux(t, 0) = 0 = ux(t, 1)（t > 0）
　　 u(0, x) = f(x)（x ∈ I）
について，非線形問題（HN）の解 uf の存在と一意性，
非線形問題（HN）の解 uf の ug 安定性，非線形問題
（HN）の解 uf の ug 有界性に関し，不動点定理等で解
析することを目指す．
　また，双曲型偏微分方程式に関し，線形摂動系初期値
問題（H-P）:

　 utt(t, x) = uxx(t, x)+h(t, x, u(t, x))（t > 0，x ∈ R）
　 u(0, x) = f(x)（x ∈ R）
　 ut(0, x) = g(x)（x ∈ R）
の解に関する存在と一意性について，ある十分条件を不
動点定理による証明を与えることも可能である．
　さらに，楕円型偏微分方程式の境界値問題
　 uxx(x, y, z) + uyy(x, y, z) + uzz(x, y, z) = ρ(x, y, z)，
ただし，有界領域 D ⊂ R3 は C1 級の境界を有し，
x, y, z ∈ Dの場合，その解の存在と一意性や，安定性の
保証が，不動点定理の応用により期待される．
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