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1. はじめに

集合 R+ = [0,∞)と m ∈ N（自然数全体）とする．
積分微分方程式の初期関数問題

x′(t) = f(t, x(t)) +

∫ t

0

F (t, s, x(s))ds，x(s) = ϕ(s)

（s ∈ [0, τ ]，τ ≥ 0）に関し，線形的 f(t, x) = A(t)x（行
列 A(t) : m×mは t ≥ 0で連続，x ∈ Rm），合成積型
F (t, s, x) = C1(t − s)x（t ≥ s ≥ 0，行列 C1 : m × m

は連続），および非合成積型 F (t, s, x) = C2(t, s)x（行
列 C2 は t ≥ s ≥ 0で連続）の場合，文献 [10]において
は，リアプノフ汎関数（補助関数）等を応用して，詳し
い結果が得られている．なお，関数 ϕ : [0, τ ] → Rm は
連続で，x(s) = ϕ(s)（s ∈ [0, τ ]）を初期関数条件とい
い，解 x(s)は s ∈ [0, τ ]において，x(s) = ϕ(s)を満た
すことを意味する．
　本研究では，準線形的 f(t, x) = A(t, x)x （行列 A :

m×mはR+ ×Rm で連続）の場合に関し，次の積分
微分方程式の初期値問題
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x′(t)=A(t, x(t))x(t)+

∫ t

τ

F (t, s, x(s))ds, x(τ) = ξ (ID)

について，不動点定理やコンパクト性定理の応用により，
解の定性解析の結果を述べる．
　ベクトル空間 V 上の写像F : V → V の不動点 xe ∈ V

とは，F (xe) = xe を満たす点をいう．不動点定理につ
いて，第 2節で述べる．
　問題 (ID)を満たす解 x(t)(t, τ ∈ J，区間 J ⊂ R+) が
あれば，x(t)が問題 (ID)を満たすことは，x(t)が次の
積分方程式を満たすことと同値である（t ∈ J）．

x(t) = x(τ) +

∫ t

τ

A(s, x(s))x(s)ds

+

∫ t

τ

∫ u

0

F (u, s, x(s))dsdu

ここで，集合 C(J)を区間 J 上で連続関数全体として，
y ∈ C(J)に関し，次の積分方程式
　　 x(t) = x(τ) +

∫ t

τ
A(s, y(s))x(s)ds
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　　　　　　+
∫ t

τ

∫ u

0
F (u, s, y(s))dsdu 　　　　 (IEq)

を考える．下線部に注意すると，式 (IEq)は線形積分微
分方程式
　　 x′(t) = A(t, y(t))x(t) +

∫ t

τ
F (t, s, y(s))ds

の積分形であるから，初期条件 x(τ) = ξにつき，一意的
な連続解 x ∈ C(J)が存在するので，x = xyとおく．改
めて，写像 U : C(J) → C(J)を U(y) = xy（y ∈ C(J)）
と定めると，次の関係が成り立つ．
　　「x(t)は問題 (ID)の解
　　　　⇔ 関数 x ∈ C(J)は写像 U の不動点」

　著者は，常微分方程式，あるいは差分方程式の解に関
し，不動点定理を応用し定性解析を行ってきた 4, 5, 6)．
本研究では，積分微分方程式の解に関する定性解析のた
めに，従前の研究 7)p.54の例と同様にして，不動点定理
を応用している．

2. 不動点定理等の準備

本研究において，積分微分方程式の解に関する定性解
析において，重要な役割を果たす不動点定理やコンパク
ト性定理等を述べる．

　「１」Schauder（シャウダー）の不動点定理 1)p.456

2)p.26 9)p.26

定理 2.1 （Schauder）バナッハ空間Xの部分集合 S

上の写像 V : S → X は，次の条件 (1) - (4)を満たすと
する．
　 (1) 集合 S ⊂ X は，閉凸．
　 (2) V(S) ⊂ S．
　 (3) 写像 V : S → S は連続．
　 (4) 像 V(S) ⊂ X は相対コンパクト，すなわち，閉包
V(S)はコンパクトである．
　このとき，写像 V は S 内に少なくとも 1つの不動点
を有する．

　「２」Ascoli-Arzelà（アスコリ・アルツェラ）の定理
2)p.22 3)p.75

　記号 ∥x∥は，x ∈ V（線形空間）のノルムとする．

定理 2.2 関数集合 S = {f : I → Rm, f は連続 }（区
間 I = [a, b]）は，次の条件 (1)，(2)を満たすとする．
　 (1) S は (I 上)一様有界，すなわち，あるM > 0が
存在し，次式が成り立つ．
　　　　　 max

I
∥f(t)∥ ≤ M（f ∈ S）

　 (2) S は (I 上)同程度連続，すなわち，微小な ε > 0

に対し，ある正数 δ < εが存在し，次式が成り立つ．
　　　 ∥f(t)− f(s)∥ < ε（f ∈ S，t, s ∈ I，|t− s| < δ）
このとき，集合 S ⊂ X は相対コンパクトである．

　「３」Gronwall（グロンウォール）の不等式 11)p.30

定理 2.3 　連続関数 u, g : I → R+と定数K ≥ 0に
関し，次式が成り立つ．
　　　　　 u(t) ≤ K +

∫ t

a
g(s)u(s)ds（a, t ∈ I）

　このとき，u(t) ≤ Ke
∫ t
a
g(s)ds（t ∈ I）

が成り立つ．

3. 積分微分方程式の解の漸近挙動

　積分微分方程式

x′(t) = f(t, x(t)) +

∫ t

τ

F (t, s, x(s))ds (3.1)

と初期条件

x(τ) = ξ （ξ ∈ Rm） (3.2)

からなる初期値問題 ((3.1),(3.2))を考える．関数 f(t, x) :

R+×Rm → Rmと，F (t, s, x) : R+×R+×Rm → Rm

（t ≥ s ≥ 0）は連続とする．漸近挙動性の定義を述べる
8)Chap.8．

定義 3.1 （解の一様漸近安定性）式 (3.1) に関し，
f(t,0) = 0，F (t, s,0) = 0（∀t, s ∈ R+）と仮定する．
このとき，関数 x = 0を，式 (3.1)のゼロ解といい，式
(3.1)のゼロ解 x = 0が，一様漸近安定（[UAS]，Uni-

formly Asymptotically Stable）であるとは，次の (1)，
(2)が成り立つときをいう．
　 (1) 式 (3.1)のゼロ解 x = 0は一様安定（[US]，Uni-

formly Stable），すなわち，任意の微小 ε > 0に対し，あ
る正数 δ(ε) = δ < εをとれば，任意の初期時間 τ ∈ R+

と任意の初期値 ξ ∈ Rm（∥ξ∥ < δ）に対する任意の解
x(t) = x(t; τ, ξ)は，次式を満たすときをいう．
　　　　　　 ∥x(t)∥ < ε（t ≥ τ）
なお，解x(t) = x(t; τ, ξ)とは，点 (τ, ξ)から出る式 (3.1)

の解を意味する．
　 (2) 式 (3.1)のゼロ解 x = 0は，一様吸収的（[UA]，
Uniformly Attractive），すなわち，微小な η0 > 0が存
在し，任意の微小 ε > 0 （ε < η0）に対し，ある十分
大の経過定数 T = T (ε) > 0をとれば，任意の初期時間
τ ∈ R+ と任意の初期値 ξ ∈ Rm（∥ξ∥ < η0）に対する
任意の解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，次式を満たすときをいう．
　　　　　　 ∥x(t)∥ < ε（t ≥ τ + T）

定義 3.2 （解の大域的一様漸近安定性）条件
f(t,0) = 0，F (t, s,0) = 0（∀t, s ∈ R+）と仮定する．
　式 (3.1)（あるいは式 (3.1) の解）は大域的一様漸近
安定性（[GUAS]，Globally Uniformly Asymptotically

Stable）であるとは，次の (1) - (3) が成り立つときを
いう．
　 (1) 式 (3.1)のゼロ解は一様安定（[US]）．
　 (2)式 (3.1)は一様有界（[UB]，Uniformly Bounded），
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すなわち，任意の α > 0に対し，十分大の β > αをと
れば，任意の初期時間 τ ∈ R+と任意の初期値 ξ ∈ Rm

（∥ξ∥ < α）に対する任意の解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，次式
を満たすときをいう．
　　　　　　 ∥x(t)∥ < β（t ≥ τ）
　 (3) 式 (3.1)は大域的一様吸収的（[GUA]，Globally

Uniformly Attractive），すなわち，任意のα > 0と任意
の微小な ε > 0に対し，ある経過定数 T = T (α, ε) > 0

が存在し，任意の初期値 ξ ∈ Rm（∥ξ∥ < α）と初期時
間 τ ≥ 0の任意の解 x(t) = x(t; τ, ξ) は，次式を満たす
ときをいう．
　　　　　　 ∥x(t)∥ < ε（t ≥ τ + T）

注意 3.3 大域的一様漸近安定性 [GUAS] について，
一様有界性 [UB]を仮定しない定義も用いられる．その
違いの解明には，今後の議論が待たれる．

定義 3.4 （ゼロ解の大域吸収性）式 (3.1) に関し，
f(t,0) = 0，F (t, s,0) = 0（∀t, s ∈ R+）と仮定する．
　式 (3.1)のゼロ解 x = 0が，大域 (的)吸収的（[GA]，
Globally Attractive）であるとは，任意の微小 ε > 0，
初期値 ξ ∈ Rm，任意の初期時間 τ ≥ 0 と任意の解
x(t) = x(t; τ, ξ)に対し，経過時間 T = T (ε, ξ, τ, x(·))が
存在し，次式が満たされるときをいう．
　　　　　　 ∥x(t)∥ < ε（t ≥ τ + T）

4. 準線形積分微分方程式

本節では，Gronwallの不等式，Ascoli-Arzelàの定理，
不動点定理等の応用により，準線形積分微分方程式の初
期値問題

x′(t) = A(t, x(t))x(t) +

∫ t

τ

C(t, s)x(s)ds，x(τ) = ξ(4.3)

（t ≥ s ≥ τ ≥ 0，ξ ∈ Rm）などの定性解析を述べる．

例 4.1 連続行列 A1(t) : m×mからなる線形常微分
方程式 x′(t) = A1(t)x(t)の基本行列を X（X(0) = I，
単位行列 I）とする．このとき，次の結論 (I) - (III)を
得る．
　 (I) ∥X−1(t)∥ ≤ ∥I∥e

∫ t
0
∥A1(s)∥ds（ = K(t) とおく）

（t ≥ 0）
　 (II) ∥X(t)∥ ≤ K(t)（t ≥ 0）
　 (III)さらに，条件

　　　　　
∫ t

0

∥X(t)X−1(s)∥ds ≤ K1（t ≥ 0）

を仮定し，X(t) = I（任意の c > 0，−c ≤ t ≤ 0）とす
ると，次式を得る．
　　　　　 ∥X(t)∥ ≤ M(c)e

−t
K1（t ≥ 0）

　証明方針　 (I) 等式 X(t)X−1(t) = I を微分して，
X ′(t)X−1(t) + X(t)( d

dtX
−1(t)) = O より， d

dtX
−1 =

−X−1X ′X−1 = −X−1A1XX−1 = −X−1(t)A1(t)．こ

れを，[0, t]で積分して，X−1(t) = I−
∫ t

0
X−1(s)A1(s)ds

から，∥X−1(t)∥ ≤ ∥I∥+
∫ t

0
∥A1(s)∥∥X−1(s)∥ds．Gron-

wallの不等式から，∥X−1(t)∥ ≤ ∥I∥e
∫ t
0
∥A1(s)∥dsを得る．

　 (II) X(t) = I +
∫ t

0
A1(s)X(s)dsから，結論が成り立

つ．
　 (III) 補題 4.132)p.70 から，次式を得る．
　　　　　 ∥X(t)∥ ≤ M(c)e

−t
K1 （t ≥ 0，M(c) =

∥I∥K1

c ）．♢

　不動点定理等を応用して，次の例を得る．

例 4.2 準線形系初期値問題 (4.3)に関し，解は存在す
れば一意的とする．任意の微小な ε > 0に関して，任意の
f ∈ C(R+)（∥f∥∞ ≤ ε）に対するx′(t) = A(t, f(t))x(t)

の基本行列をXf（Xf (0) = I）とする．次の条件 (1)を
仮定すると，結論 (I)を得る．
　　 (1) 行列 A(t, x) : m×mはR+ ×Rm 上で連続．
　 (I) 次式が成り立つ．
　　　　　　 ∥X−1

f (t)∥ ≤ ∥I∥e
∫ t
0
∥A(s,f(s))∥ds （t ≥ 0）

　さらに，条件 (2) - (5)が成り立つとする．
　　 (2) ある定数K > 0が存在し，次式が成立する．

　　　　
∫ t

0

∥Xf (t)X
−1
f (s)∥ds ≤ K（t ≥ 0）

　　 (3) 　 ∥Xf (t)X
−1
f (s)∥ ≤ K（t ≥ s ≥ 0）

　　 (4) 行列C(t, s) : m×m（t ≥ s ≥ 0）はR+ ×Rm

上で連続とする．ある正数 λが存在し，次式が成立．

　　　　
∫ t

0

∥C(t, s)∥ds ≤ λ（t ∈ R+）

　　 (5) 　次式が成り立つ．
　　　　　　 λK < 1

このとき，初期値問題 (4.3)のゼロ解 x = 0の関し，次
の結論 (II)，(III)を得る．
　 (II) 問題 (4.3)のゼロ解 x = 0は，一様安定 ([US])．
　 (III) 問題 (4.3)は，一様有界 ([UB])．
　　かつ，次の条件 (6)を仮定する．

　　 (6) lim
t→∞

e−t/K

∫ t

0

e
∫ s
0
sup∥x∥≤p ∥A(r,x)∥drds = 0

このとき，結論 (IV)を得る．
　 (IV) 問題 (4.3)のゼロ解は，大域吸収的（[GA]）．

　証明方針　 (I) 例 4.1と同様にして，
　　　　 ∥X−1(t)∥ ≤ ∥I∥+

∫ t

0
∥X−1(s)∥∥A(s, f(s))∥ds

を得る．Gronwall の不等式から，
　　 ∥X−1

f (t)∥ ≤ ∥I∥e
∫ t
0
∥A(s,f(s))∥ds

（t ≥ τ）．
　 (II)任意の微小な ε > 0に対し，正数 δ ≤ εは Kδ

1−Kλ ≤
εを満たすとする．任意の τ ∈ R+ を固定し Jn = {t :
τ ≤ t ≤ τ + n} （n = 1, 2, · · ·），任意の ξ ∈ Rm

（∥ξ∥ ≤ δ）を固定し，集合
　　 S(n) = {f ∈ C(Jn) : f(τ) = ξ，∥f(t)∥ ≤ ε

　　（t ∈ Jn），∥f(t1)− f(t2)∥ ≤ k(n)|t1 − t2|}
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と定数

k(n) = max
t∈Jn

max
∥x∥≤ε

∥A(t, x)∥ε

+ max
t≥s≥0,t∈Jn

∫ t

0

∥C(t, s)∥dsε

を定め，fn ∈ S(n)とする．この fn（n = 1, 2, · · ·）に
関し，次の線形常微分方程式（Qfn）：
x′
n(t) = A(t, fn(t))xn(t) +

∫ t

τ
C(t, s)fn(s)ds （t ∈ Jn）

を考える．解 xn(t) = xn(t; τ, ξ) は一意的に存在する
ので，写像 U : S(n) → C(Jn)を，[U(fn)](t) = xn(t)

（t ∈ Jn）によって定める．このとき，Xnを線形斉次微分
方程式 x′(t) = A(t, fn(t))x(t)の基本行列（Xn(t) = I，
0 ≤ t ≤ τ）として，次式が成り立つ．
　 xn(t) = Xn(t)X

−1
n (τ)ξ

　+
∫ t

τ
Xn(t)X

−1
n (s)

∫ u

τ
C(u, s)fn(s)dsdu （t ∈ Jn）

よって，∥xn(t)∥ ≤ Kδ + εKλ = K(δ + ελ) ≤ ε．
　また，xn(t)

= ξ +
∫ t

τ
A(s, fn(s))xn(s)ds +

∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)fn(s)dsdu

（t ∈ Jn）から，τ ≤ t1 ≤ t2 ≤ τ + nとして，
　　 ∥xn(t1)− xn(t2)∥ ≤

∫ t2
t1

∥A(s, fn(s))∥εds
+

∫ t2
t1

∫ u

τ
∥C(u, s)∥εdsdu ≤ k(n)(t2 − t1)．

すなわち xn ∈ S(n)から，U(S(n)) ⊂ S(n)である．集
合 S(n) ⊂ C(Jn)は，有界で閉凸で，Ascoli-Arzelàの定
理から，S(n)（1 ≤ nは固定）はコンパクト集合．
　さらに，[U(f)](t) = xf (t)

　　 = ξ+
∫ t

τ
A(s, f(s))xf (s)ds+

∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)f(s)dsdu

（t ∈ Jn）より，g ∈ S(n)に関し，次式が成り立つ．
xg(t) = ξ+

∫ t

τ
A(s, g(s))xg(s)ds+

∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)g(s)dsdu

（t ∈ Jn）．
よって，∥xf (t)− xg(t)∥
≤

∫ t

τ
∥A(s, f(s))xf (s)−A(s, g(s))xg(s)∥ds

　　　+
∫ t

τ

∫ u

τ
∥C(u, s)∥∥f(s)− g(s)∥dsdu

≤
∫ t

τ
{∥A(s, f(s))−A(s, g(s))∥∥xf (s)∥

　　+ ∥A(s, g(s))∥∥xf (s)− xg(s)∥}ds
　　+

∫ t

τ

∫ u

τ
∥C(u, s)∥∥f(s)− g(s)∥dsdu

≤
∫ t

τ
{∥A(s, f(s))−A(s, g(s))∥ε

　　+ ∥A(s, g(s))∥∥xf (s)− xg(s)∥}ds
　　+

∫ t

τ

∫ u

τ
∥C(u, s)∥dsdu∥f − g∥∞．

ここで，区間 Jn において
　 ∥f − g∥∞ = maxs∈Jn

∥f(s)− g(s)∥，
　Mn = maxt∈Jn

∫ t

τ

∫ u

τ
∥C(u, s)∥dsdu

とすると，Gronwallの不等式から，∥xf (t)− xg(t)∥
≤ {

∫ τ+n

τ
∥A(s, f(s))−A(s, g(s))∥εds

+Mn∥f − g∥∞}e
∫ τ+n
τ

sup∥h∥∞≤ε ∥A(s,h(s))∥ds を得る．
よって ∥f − g∥∞ → 0（n は固定，f, g ∈ C(Jn)）の
とき，maxt∈Jn

∥[U(f)](t)− [U(g)](t)∥ → 0から，写像
U : S(n) → S(n)は連続である．
　 Schauder の不動点定理から，ある xn ∈ S(n) は，
U(xn) = xn

⇔ xn(t) = xxn
(t) = ξ +

∫ t

τ
A(s, xn(s))xxn

(s)ds +

∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)xn(s)dsdu（t ∈ Jn）．

従って，問題 (4.3)は一意解 xn(t) = xn(t; τ, ξ)（t ∈ Jn，
n = 1, 2, · · ·）が存在する．n = 1, 2, · · · に対し，点列
{yn ∈ C[τ,∞)}を次に定義する．

　　　　　 yn(t) =

{
xn(t) （t ∈ Jn）
xn(n) （t ≥ τ + n）

このとき，yn(τ) = ξ，∥yn(t)∥ ≤ ε（t ≥ τ）である．
τ ≤ t1 ≤ t2 ≤ τ + nのとき，
|yn(t1)− yn(t2)| ≤

∫ t2
t1

∥A(s, yn(s))∥εds
+

∫ t2
t1

∫ u

τ
∥C(u, s)∥εdsdu ≤ k(n)|t2 − t1|（t1, t2 ∈ Jn）

Ascoli-Arzelà の定理から，点列 {yn ∈ C[τ,∞)} は,

[τ,∞) の任意のコンパクトな区間においてコンパクト
集合より，部分列 {yn(p) : p ∈ N} ⊂ {yn : n ∈ N}が存
在し，その部分列は，Jの任意の有界閉集合で収束し，極
限 limp→∞ yn(p) = x0 ∈ {yn}が存在し，x0 ∈ C[τ,∞)

は，問題 (4.3)の解であることが示される．
　ゆえに，ゼロ解 x = 0 は，∀ε > 0，0 < ∃δ < ε

：∀τ ≥ 0, ∀ξ ∈ Rm（∥ξ∥ < δ），∥x(t)∥ ≤ ε（t ≥ τ）
より，[US]である．
　 (III)結論 (II)と同様である．任意のα > 0に対し，正
数 β > αは Kα

1−Kλ < βを満たすとする．任意の τ ∈ R+

を固定し Jn = {t : τ ≤ t ≤ τ + n} （n = 1, 2, · · ·），任
意の ξ ∈ Rm（∥ξ∥ ≤ α）を固定し，集合
　 B(n) = {f ∈ C(Jn) : f(τ) = ξ，∥f(t)∥ ≤ β

　　（t ∈ Jn），∥f(t1)− f(t2)∥ ≤ K(n)|t1 − t2|}，
と定数

K(n) = max
t∈Jn

max
∥x∥≤β

∥A(t, x)∥β

+ max
t≥s≥0，t∈Jn

∫ t

0

∥C(t, s)∥β　　　　

を定め，fn ∈ B(n)とする．この fn（n = 1, 2, · · ·）に
関し，次の線形常微分方程式（Qfnb）：
x′
n(t) = A(t, fn(t))xn(t) +

∫ t

τ
C(t, s)fn(s)ds （t ∈ Jn）

を考える．解 xn(t) = xn(t; τ, ξ) は一意的に存在する
ので，写像 U : B(n) → C(Jn)を，[U(fn)](t) = xn(t)

（t ∈ Jn）によって定める．このとき，Xnを線形斉次微分
方程式 x′(t) = A(t, fn(t))x(t)の基本行列（Xn(t) = I，
0 ≤ t ≤ τ）として，次式が成り立つ．

xn(t) = Xn(t)X
−1
n (τ)ξ

+

∫ t

τ

Xn(t)X
−1
n (s)ds

∫ u

τ

C(u, s)fn(s)dsdu

（t ∈ Jn）よって，∥xn(t)∥ ≤ Kα+ βKλ = K(α+ βλ)

≤ βである．また，xn(t) = ξ+
∫ t

τ
A(s, fn(s))xn(s)ds+∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)fn(s)dsdu（t ∈ Jn）から，t1，t2 ∈ Jn

として，∥xn(t1) − xn(t2)∥ ≤ K(n)(t2 − t1)．すなわ
ち xn ∈ B(n) から，U(B(n)) ⊂ B(n) である．集合
B(n) ⊂ C(Jn)は，有界で閉凸で，Ascoli-Arzelàの定理
から，B(n)（1 ≤ nは固定）はコンパクト集合である．
　また，(II)と同様に ∥f−g∥∞ → 0（nは固定し，f, g ∈
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B(n)）のとき，maxt∈Jn
∥[U(f)](t)− [U(g)](t)∥ → 0か

ら，写像 U : S(n) → B(n)は連続である．
　 Schauder の不動点定理から，ある xn ∈ B(n) は，
U(xn) = xn

⇔ xn(t) = xxn
(t) = ξ +

∫ t

τ
A(s, xn(s))xn(s)ds +∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)xn(s)dsdu（t ∈ Jn）．

　従って，問題 (4.3)は一意解 xn(t) = xn(t; τ, ξ)（t ∈
Jn，n = 1, 2, · · ·）が存在する．n = 1, 2, · · · に対し，点
列 {yn ∈ C[τ,∞)}を次に定義する．

　　　　　 yn(t) =

{
xn(t) （t ∈ Jn）
xn(n) （t ≥ τ + n）

このとき，yn(τ) = ξ，∥yn(t)∥ ≤ ε（t ≥ τ）である．
t1 ≤ t2 のとき，
|yn(t1) − yn(t2)| ≤ K(n)|t2 − t1| （t1，t2 ∈ Jn）．
Ascoli-Arzelà の定理から，点列 {yn ∈ C[τ,∞)} は，
[τ,∞)の任意の有界閉区間上でコンパクト集合より，部
分列 {yn(p) : p ∈ N} ⊂ {yn : n ∈ N} が存在し，
その部分列は，J の任意の有界閉集合で収束し，極限
limp→∞ yn(p) = x0 ∈ {yn}が存在し，x0 ∈ C[τ,∞)は，
問題 (4.3)の解であることが示される．
　よって，∀α > 0，∃β(> α)：∀τ ≥ 0，∀ξ ∈ Rm

（∥ξ∥ < α），∥x(t)∥ ≤ β（t ≥ τ）より，問題 (4.3)は [UB]

である．
　 (IV) 任意の τ ≥ 0と任意の ξ ∈ Rm に対し，問題
(4.3)の一意解 x(t) = x(t; τ, ξ)を固定し，∥x∥∞ ≤ pと
する．条件 (2)，(3)から行列 Yx（Yx(t) = I，0 ≤ t ≤ τ）
を，線形系 y′(t) = A(t, x(t))y(t)の基本行列とすると，
例 4.1と同様にして，
　　 ∥Yx(t)∥ ≤ M(c)e−t/K（M(c) = ∥I∥K

c ，c > 0は固
定される）．
　　 ∥Y −1

x (τ)∥ ≤ ∥I∥e
∫ τ
0

sup∥x∥≤p ∥A(s,x)∥ds

（= M1(τ)とおく）を得る．問題 (4.3)の解は次の通り．

x(t) = Yx(t)Y
−1
x (τ)ξ

+

∫ t

τ

Yx(t)Y
−1
x (s)

∫ u

τ

C(u, s)x(s)dsdu

（t ≥ τ）．問題 (4.3)は [UB]より，任意のα > 0とある正
数 β > αに対し，∥ξ∥ < αのとき，解 x(t)は ∥x(t)∥ <

β（t ≥ τ）．よって，∥x(t)∥ ≤ ∥Yx(t)∥∥Y −1
x (τ)∥α +∫ t

τ
∥Yx(t)∥∥Y −1

x (s)∥
∫ u

τ
∥C(u, s)∥∥x(s)∥dsdu

≤ M(c)e−t/KM1(τ)α+M(c)e−t/K
∫ t

0
M1(s)λβds → 0

（t → ∞）から，ゼロ解は [GA]である．♢

　次の例では，準線形系の初期値問題 (4.3)のゼロ解に
関し，[US]，[UB]，極限 x(∞)の存在を与えている．

例 4.3 準線形系初期値問題 (4.3) では，解は存在す
れば一意的とする．集合R+ ×Rm上で連続な行列 A :

m×mと連続関数 F : R+ ×Rm → Rm に関し，次の
条件 (1) - (4)を仮定する．
　 (1) 連続関数 p : R+ → R+ が存在し，次式が成立．

　　　 ∥A(t, x)∥ ≤ p(t)（(t, x) ∈ R+ ×Rm）

　 (2) P =

∫ ∞

0

p(s)ds < ∞

　 (3) 関数 q : R+ → R+ を

　　　　　 q(t) =

∫ t

0

∥C(t, s)∥ds（t ≥ 0）

とおき，次式が成り立つ．

　　
∫ ∞

0

q(s)ds = Q < ∞

　 (4) 1−QeP > 0

このとき，次の結論 (I) - (III)を得る．
　 (I) 初期値問題 (4.3)の解は，一様有界（[UB]）．
　 (II) 問題 (4.3)の任意の解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，極限
x(∞)を有する．
　 (III)問題 (4.3)のゼロ解 x = 0は，一様安定（[US]）．
　証明方針　 (I) 任意の α > 0に対し，正数 β > αは
ePα

1−QeP
< β を満たすとする．任意の τ ∈ R+ を固定し

Jn = {t : τ ≤ t ≤ τ + n} （n = 1, 2, · · ·），任意の
ξ ∈ Rm（∥ξ∥ ≤ α）を固定する．
集合
　 B(n) = {f ∈ C(Jn) : f(τ) = ξ，∥f(t)∥ ≤ β

（t ∈ Jn），∥f(t1)− f(t2)∥ ≤ K(n)|t1 − t2|(t1, t2 ∈ Jn)}
と，定数

K(n) = max
t∈Jn

max
∥x∥≤β

∥A(t, x)∥β

+ max
t≥s≥0，t∈Jn

∫ t

0

∥C(t, s)∥dsβ

を定め，fn ∈ B(n)とする．この fn（n = 1, 2, · · ·）に
関し，次の線形常微分方程式（Qfn）：
x′
n(t) = A(t, fn(t))xn(t) +

∫ t

τ
C(t, s)fn(s)ds（t ∈ Jn）

を考える．解 xn(t) = xn(t; τ, ξ) は一意的に存在する
ので，写像 U : B(n) → C(Jn)を，[U(fn)](t) = xn(t)

（t ∈ Jn）によって定める．このとき，Xnを線形斉次微分
方程式 x′(t) = A(t, fn(t))x(t)の基本行列（Xn(0) = I）
として，次式が成り立つ．
　　　　 xn(t) = ξ +

∫ t

τ
A(s, fn(s))xn(s)ds

　　　　　　　+
∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)fn(s)dsdu （t ∈ Jn）．

よって，t ∈ Jn のとき，
　　 ∥xn(t)∥ ≤ α+

∫ t

τ
p(s)∥xn(s)∥ds+ βQ．

Gronwallの不等式から，
　 ∥xn(t)∥ ≤ (α+ βQ)e

∫ t
τ
p(s)ds ≤ (α+ βQ)eP ≤ β．

また，xn(t)

= ξ +
∫ t

τ
A(s, fn(s))xn(s)ds +

∫ t

τ

∫ s

τ
C(u, s)fn(s)duds

（t ∈ Jn）より，0 ≤ t1 ≤ t2のとき，∥xn(t1)−xn(t2)∥ ≤
K(n)|t1 − t2|．
　集合 {xn : fn ∈ B(n)}は，Jn上で同程度連続となる．
すなわち xn ∈ B(n)から，U(B(n)) ⊂ B(n)である．集
合 B(n) ⊂ C(Jn)は，有界で閉凸で，Ascoli-Arzelàの
定理から，B(n)（1 ≤ nは固定）はコンパクト集合であ
る．
　また，[U(h)](t) = xh(t) = ξ+

∫ t

τ
A(s, h(s))xh(s)ds+∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)h(s)dsdu（h = f, g ∈ B(n)，t ∈ Jn）
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として，∥f − g∥∞ → 0（n は固定，f, g ∈ B(n)）の
とき，maxt∈Jn ∥[U(f)](t)− [U(g)](t)∥ → 0から，写像
U : B(n) → B(n)は連続である．
　 Schauder の不動点定理から，ある xn ∈ B(n) は，
U(xn) = xn

⇔ xn(t) = xxn(t) = ξ +
∫ t

τ
A(s, xn(s))xn(s)ds +∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)xn(s)dsdu（t ∈ Jn）．

従って，問題 (4.3)は一意解 xn(t) = xn(t; τ, ξ)（t ∈ Jn，
n = 1, 2, · · ·）が存在する．n = 1, 2, · · · に対し，点列
{yn ∈ C[τ,∞)}を次に定義する．

　　　　　 yn(t) =

{
xn(t) （t ∈ Jn）
xn(n) （t ≥ τ + n）

．

このとき，yn(τ) = ξ，∥yn(t)∥ ≤ β（t ≥ τ）である．
{yn}は，[τ,∞)の任意のコンパクト集合上で同程度連続
である．Ascoli-Arzelàの定理から，点列 {yn ∈ C[τ,∞)}
はコンパクト集合より，部分列 {yn(p) : p ∈ N} ⊂ {yn :

n ∈ N}が存在し，その部分列は，J の任意の有界閉集
合で収束し，極限 limp→∞ yn(p) = x0 ∈ {yn}が存在し，
x0 ∈ C[τ,∞)は，問題 (4.3)の解であることが示される．
　よって，∀α > 0，∃β(> α)：∀τ ≥ 0，∀ξ ∈ Rm

（∥ξ∥ < α），∥x(t)∥ ≤ β（t ≥ τ）より，問題 (4.3)は [UB]

である．
　 (II) 解 x(t) = x(t; τ, ξ)（∥ξ∥ < α，∥x(t)∥ < β）の極
限 x(∞)の存在を示す．t2 ≥ t1 ≥ τ とする．
∥x(t2)− x(t1)∥
≤

∫ t2
t1
∥A(s, x(s))∥∥x(s)∥ds+

∫ t2
t1

∫ u

τ
∥C(u, s)∥∥x(s)∥duds

≤
∫ t2
t1

p(s)dsβ +
∫ t2
t1

q(s)dsβ → 0 （t1 → ∞）より，
limt→∞ x(t)は存在する．
　 (III) (I)と同様．任意の ε > 0に対し，正数 δ ≤ ε

は eP δ
1−QeP

≤ ε を満たすとする．任意の τ ∈ R+ を固定
し Jn = {t : τ ≤ t ≤ τ + n} （n = 1, 2, · · ·），任意の
ξ ∈ Rm（∥ξ∥ < δ）を固定し，集合
S(n) = {f ∈ C(Jn) : f(τ) = ξ，∥f(t)∥ ≤ ε

(t ∈ Jn), ∥f(t1)− f(t2)∥ ≤ k(n)|t1 − t2|（t1, t2 ∈ Jn）}
と定数

k(n) = max
t∈Jn

max
∥x∥≤ε

∥A(t, x)∥ε

+ max
t≥s≥0，t∈Jn

∫ t

0

∥C(t, s)∥dsε

を定め，fn ∈ S(n)とする．この fn（n = 1, 2, · · ·）に
関し，次の線形常微分方程式 (Qfn）：
x′
n(t) = A(t, fn(t))xn(t) +

∫ t

τ
C(t, s)fn(s)ds（t ∈ Jn）

を考える．解 xn(t) = xn(t; τ, ξ) は一意的に存在する
ので，写像 U : S(n) → C(Jn)を，[U(fn)](t) = xn(t)

（t ∈ Jn）によって定める．このとき，Xnを線形斉次微分
方程式 x′(t) = A(t, fn(t))x(t)の基本行列（Xn(τ) = I）
として，次式が成り立つ．
　　 xn(t) = ξ +

∫ t

τ
A(s, fn(s))xn(s)ds

　　　　　　　　+
∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)fn(s)dsdu （t ∈ Jn）

よって，t ∈ Jnのとき，∥xn(t)∥ ≤ δ+
∫ t

τ
p(s)∥xn(s)∥ds+

εQ から，Gronwall の不等式から，∥xn(t)∥ ≤ (δ +

εQ)e
∫ t
τ
p(s)ds ≤ (δ + εQ)eP ≤ ε．

また，∥xn(t1) − xn(t2)∥ ≤ k(n)|t1 − t2|（t1, t2 ∈ Jn）
から，集合 {xn ∈ C(Jn)：fn ∈ S(n)} は，区間 Jn

上で同程度連続である．すなわち xn ∈ S(n) から，
U(S(n)) ⊂ S(n) である．集合 S(n) ⊂ C(Jn) は，有
界で閉凸で，Ascoli-Arzelàの定理から，S(n)（1 ≤ nは
固定）はコンパクト集合である．
　また，h = f, g ∈ S(n)につき，
　　 [U(h)](t) = xh(t) = ξ +

∫ t

τ
A(s, h(s))xh(s)ds

　　　　　　　　+
∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)h(s)dsdu（t ∈ Jn）

より ∥f − g∥∞ → 0（n は固定，f, g ∈ S(n)）のと
き，maxt∈Jn ∥[U(f)](t) − [U(g)](t)∥ → 0 から，写像
U : S(n) → S(n)は連続である．
　 Schauder の不動点定理から，ある xn ∈ S(n) は，
U(xn) = xn

⇔ xn(t) = xxn(t) = ξ +
∫ t

τ
A(s, xn(s))xxn(s)ds +∫ t

τ

∫ u

τ
C(u, s)xn(s)dsdu（t ∈ Jn）．

従って，問題 (4.3)は一意解 xn(t) = xn(t; τ, ξ)（t ∈ Jn，
n = 1, 2, · · ·）が存在する．n = 1, 2, · · · に対し，点列
{yn ∈ C[τ,∞)}を次に定義する．

　　　　　 yn(t) =

{
xn(t) （t ∈ Jn）
xn(n) （t ≥ τ + n）

．

このとき，yn(τ) = ξ，∥yn(t)∥ ≤ ε（t ≥ τ）である．
また，区間 [τ,∞) の任意のコンパクト集合上で {yn}
は同程度連続である．Ascoli-Arzelàの定理から，点列
{yn ∈ C[τ,∞)}は，区間 [τ,∞)の任意のコンパクト集
合上でコンパクト集合より，部分列 {yn(p) : p ∈ N} ⊂
{yn : n ∈ N}が存在し，その部分列は，J の任意の有
界閉集合で収束し，極限 limp→∞ yn(p) = x0 ∈ {yn}が
存在し，x0 ∈ C[τ,∞)は，問題 (4.3)の解であることが
示される．よって，∀ε > 0，0 < ∃δ(< ε)：∀τ ≥ 0，∀ξ ∈
Rm（∥ξ∥ < δ），∥x(t)∥ ≤ ε（t ≥ τ）より，問題 (4.3)は
[US]である．♢

　次の例では，非線形の摂動項を有する準線形系初期値
問題の漸近挙動性を述べる．

x′(t) = A(t, x(t))x(t)+

∫ t

τ

F (t, s, x(t))ds, x(τ) = ξ(4.4)

集合 R+ × Rm 上で行列 A : m × m は連続，関数
F (t, s, x) : R+ × R+ × Rm → Rm（t ≥ s）は連続
とし，t ≥ s ≥ τ ≥ 0，x(t) ∈ Rm とする．

例 4.4 準線形系問題 (4.4)に関し，解は存在すれば
一意的とする．連続な行列 A(t, x) : m×mと連続関数
F (t, s, x)（t ≥ s）はそれぞれ，xに関し Lipschitz連続
であるとする．次の条件 (1) - (5)を仮定する．記号 T

は転置を意味する．∥ · ∥はユークリッド・ノルム．
　 (1) 定数 σ1 ≥ 0，r > 0が存在し，xTA(t, x)x ≤ 0

（t ≥ σ1，x ∈ Br = {∥x∥ < r}）とする．このとき，
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A1(t, x) =
A(t,x)+A(t,x)T

2 として，次の条件が成り立つ．
　　　 xTA1(t, x)x ≤ 0（t ≥ σ1，x ∈ Br）
　 (2) 連続関数 q : R+ → R+ と定数 Q ≥ 0が存在し，
任意の k ∈ [0, r]につき，次式が成り立つ．

　　　　
∫ t

0

sup
∥x∥≤k

∥F (t, s, x)∥ds ≤ q(t)k（0 ≤ s ≤ t），

かつ
∫ ∞

0

q(u)du ≤ Q

　 (3) (2) の k について，関数 pk(t) : [0, σ1] → R+

（0 ≤ k < r）は
　　　 pk(t) = max{∥A(t, x)∥ : ∥x∥ ≤ k}，

　　　 P1 =

∫ σ1

0

pk(s)ds

とし，次式が成り立つ．
　　　　 2P1 + 2Q < 1

　 (4) 正数 σ2 ≥ σ1が存在し，任意の微小な ε > 0に対
し，次式が成り立つ．

　　　　 q(t) ≤ inf
∥x∥≤ε

∥A(t, x)∥ log(∥x∥+ 1)

ε
（t ≥ σ2）

　 (5) 定数 α > 0と β ∈ Rが存在し，任意の k ∈ [0, r]

に関し，次式が成り立つ．

　
∫ t

τ

inf
∥x∥≤k

∥A(s, x)∥ds ≥ α(t− τ) + β （t ≥ τ）

このとき，問題 (4.4)のゼロ解 x = 0は，一様漸近安定
（[UAS]）である．
　証明　まず，ゼロ解の [US]を示す．任意の微小な正
数 ε < rに対し，正数 δ < εは，次の 2式を満たすとす
る．

　
Q+

√
Q2+(1−2P1)(δ/ε)2

1−2P1
< 1，Q+

√
Q2 + (δ/ε)2 < 1

　任意の τ ≥ 0 とする．整数 n > τ に対し，区間
Jn = [0, n]，集合
　 S(n) = {f ∈ C(Jn) : f(τ) = ξ，∥f(t)∥ ≤ ε（t ∈ Jn），
　　　 ∥f(t1)− f(t2)∥ ≤ k(n)|t1 − t2|（t1, t2 ∈ Jn），
　　　 f(t) = f(τ) (t ∈ [0, τ ])}
と，定数

　　 k(n) = max
t∈Jn

max
∥x∥≤ε

∥A(t, x)∥ε+
∫ n

0

q(s)dsε

を定める．整数 n > τ を固定し，f ∈ C(Jn)とし，次の
線形系問題 (Qf)：
x′(t) = A(t, f(t))x(t) +

∫ t

τ
F (t, s, f(s))ds, x(τ) = ξ

を考え，その一意解 xf が存在する．以後 x = xf とお
く．内積
　　 (x(t), x′(t)) = x(t)Tx′(t)

　　 = x(t)T {A(t, f(t))x(t) +
∫ t

τ
F (t, s, f(s))ds}

　　 = x(t)TA(t, f(t))x(t) + x(t)T
∫ t

τ
F (t, s, f(s))ds

である．よって， d
dt∥x(t)∥

2 = (x′, x) + (x, x′)

= (Ax +
∫ t

τ
Fds)Tx + xT (Ax +

∫ t

τ
Fds) = 2xTA1x +

2xT
∫ t

τ
Fdsを得る．区間 [τ, t]で積分し，

　　 ∥x(t)∥2 − ∥ξ∥2

　　　 = 2
∫ t

τ
x(s)TA1(s, f(s))x(s)ds

　　　　+ 2
∫ t

τ
x(u)T

∫ u

τ
F (u, s, f(s))dsdu

　　　 = 2
∫ σ1

τ
x(s)TA1(s, f(s))x(s)ds

　　　　+ 2
∫ t

σ1
x(s)TA1(s, f(s))x(s)ds

　　　　+ 2
∫ t

τ
x(u)T

∫ u

τ
F (u, s, f(s))dsdu．

　次の場合に分ける．
　　　 (i) τ ≤ σ1，(ii) τ ≥ σ1．
　場合 (i)のとき，∥x(t)∥2

≤ ∥ξ∥2　+ 2
∫ σ1

τ
∥x(s)T ∥∥A1(s, f(s))∥∥x(s)∥ds

　+ 2
∫ t

τ
∥x(u)T ∥

∫ u

τ
∥F (u, s, f(s))∥dsdu

≤ ∥ξ∥2 + 2
∫ σ1

0
∥x(s)∥2pε(s)ds+ 2

∫ t

0
∥x(u)∥q(u)εdu．

ここで，M(n) = maxt∈Jn
∥x(t)∥ = M とおくと，

　 ∥x(t)∥2 ≤ δ2 + 2M2
∫ σ1

0
pε(s)ds+ 2MQεより，

　　　M2 ≤ δ2 + 2M2
∫ σ1

0
pε(s)ds+ 2MQε

⇔ M2(1− 2P1)− 2MQε− δ2 ≤ 0．
M > 0より，

M ≤ Qε+
√

Q2ε2+(1−2P1)δ2

1−2P1
= ε

Q+
√

Q2+(1−2P1)(δ/ε)2

1−2P1

< εを得る．ゆえに，∥x(t)∥ ≤ M ≤ ε（t ∈ Jn）．
　場合 (ii)のとき，条件 (1)から
∥x(t)∥2 ≤ ∥ξ∥2 + 2MQε．よって M2 ≤ δ2 + 2MQε．
M > 0より，
M ≤ Qε +

√
Q2ε2 + δ2 = ε(Q +

√
Q2 + (δ/ε)2) ≤ ε

で，∥x(t)∥ ≤ ε（t ∈ Jn）を得る．
　また，0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ nのとき，
　　 ∥x(t1)− x(t2)∥
≤

∫ t2
t1

∥A(s, f(s))∥∥x(s)∥ds
+

∫ t2
t1

∫ u

0
sup∥x∥≤ε ∥F (u, s, f(s))∥dsdu ≤ k(n)|t1 − t2|．

　線形系問題 (Qf)の一意解 xf から，写像 U：S(n) →
C(Jn) を，fn ∈ S(n)に対し，
[U(fn)](t) = xfn(t)（t ∈ Jn）によって定める．集
合 U(S(n))は，一様有界で，区間 Jn 上で同程度連続，
fn(τ) = ξ である．xfn(t) = ξ（t ∈ [0, τ ]）とおけ
ば，xfn ∈ S(n) より，U(S(n)) ⊂ S(n) である．集合
S(n) ⊂ C(Jn)は，有界で閉凸で，Ascoli-Arzelàの定理
から，S(n)（τ ≤ nは固定）はコンパクト集合である．
　また，[U(fn)](t) = xfn(t)

= ξ+
∫ t

τ
A(s, fn(s))xfn(s)ds+

∫ t

τ

∫ u

τ
F (u, s, fn(s))dsdu

（t ∈ Jn）より gn ∈ S(n)に関し，∥fn − gn∥∞ → 0（n

は固定）のとき，maxt∈Jn
∥[U(fn)](t)− [U(gn)](t)∥ → 0

から，写像 U : S(n) → S(n)は連続である．
　 Schauder の不動点定理から，ある xn ∈ S(n) は，
U(xn) = xn

⇔ xn(t) = xxn(t) = ξ +
∫ t

τ
A(s, xn(s))xxn(s)ds +∫ t

τ

∫ u

τ
F (u, s, xn(s))dsdu（t ∈ Jn）．

従って，問題 (4.4)は一意解 xn(t) = xn(t; τ, ξ)（t ∈ Jn，
n ≥ τ）が存在する．n ≥ τに対し，点列 {yn ∈ C[τ,∞)}
を次に定義する．

　　　　　 yn(t) =

{
xn(t) （t ∈ Jn）
xn(n) （t ≥ n）

このとき，yn(τ) = ξ，∥yn(t)∥ ≤ ε（t ≥ τ）である．
また，区間 [τ,∞) の任意のコンパクト集合上で {yn}
は同程度連続である．Ascoli-Arzelàの定理から，点列
{yn ∈ C[τ,∞)}は，区間 [τ,∞)の任意のコンパクト集
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合上でコンパクト集合より，部分列 {yn(p) : p ∈ N} ⊂
{yn : n ∈ N}が存在し，その部分列は，[τ,∞)の任意
の有界閉集合で収束し，極限 limp→∞ yn(p) = x0 ∈ {yn}
が存在し，x0 ∈ C[τ,∞)は，問題 (4.4)の解であること
が示される．
　よって，∀ε > 0，0 < ∃δ(< ε)：∀τ ≥ 0，∀ξ ∈ Rm

（∥ξ∥ < δ），∥x(t)∥ ≤ ε（t ≥ τ）より，問題 (4.4)は [US]

である．
　次に，ゼロ解の [UA]を示す．[US]から，微小な 0 <

ε < rに対し δ = δ(ε) < εが存在し，解 x(t) = x(t; τ, ξ)

（τ ≥ 0，∥ξ∥ < δ）は，条件 (4)から，∥x(t)∥ ≤ ε（t ≥ τ）
のとき，次式が成り立つ．
　　 εq(t) ≤ ∥A(t, x(t))∥ log(∥x(t)∥+ 1)（t ≥ σ2）
次の補助関数を用いる．
　　　 V (t, x) = e−

∫ t
0
∥A(s,x)∥ds log(∥x∥+ 1)

このとき，∥x∥ ≤ ε < 1から，
e−

∫ ∞
0

∥A(s,x)∥ds log(∥x∥+ 1) ≤ V (t, x) ≤ log(∥x∥+ 1)

≤ ∥x∥より，b =
∫∞
0

sup∥x∥≤1 ∥A(s, x)∥ds とおくと，
次式を得る．
　　　　　 e−b log(∥x∥+ 1) ≤ V (t, x) ≤ ∥x∥．
B(t) =

∫ t

0
∥A(s, x(s))∥dsとおき V (t, x(t))を微分して，

V ′(t, x(t))

= −∥A(t, x(t))∥e−B(t) log(∥x(t)∥+ 1)

　　+ e−B(t)
∑m

i=1 xi(t)x
′
i(t)

∥x(t)∥+1

から
V ′(t, x(t)) = e−B(t){−∥A(t, x(t))∥ log(∥x(t)∥ + 1) +
xT (Ax+

∫ t
τ
Fds)

∥x(t)∥+1 }
≤ e−B(t){−∥A∥ log(∥x(t)∥+1)+

∫ t

0
∥F∥ds}（条件 (1)

より）
≤ e−B(t){−∥A(t, x(t))∥ log(∥x(t)∥ + 1) + q(t)ε} ≤ 0

（t ≥ σ2）．よって，V (t, x(t))は t ≥ T2で単調減少．ま
た V (t, x(t)) ≥ 0より，極限
lim
t→∞

V (t, x(t)) = e−
∫ ∞
0

∥A(s,x(s))∥ds log(∥x(∞)∥+ 1)

≥ 0 が存在する．log(∥x(t)∥ + 1) ≤ log(2ε +

1) と条件 (5) から，0 ≤ limt→∞ V (t, x(t)) ≤
limt→∞ e−

∫ t
0
(αs+β)ds log(2ε+1) = 0，すなわち，τ ≥ 0

につき一様に ∥x(∞)∥ = 0より，ゼロ解は [UA]である．
以上から，ゼロ解は [UAS]である．♢

文献 [Sa1]では，ゼロ解が一様漸近安定である線形系

x′(t) = B(t)x(t) (4.5)

に，ある意味で近い準線形系常微分方程式の初期値問題

x′(t) = A(t, x(t))x(t) + F (t, x(t))ds，x(τ) = ξ

のゼロ解に関する一様漸近安定性定理を与えている．τ ∈
R+，ξ ∈ Rm とする．
　次の準線形積分微分方程式を考え，線形系 (4.5)にあ

る意味で近いとする．

x′(t) = A(t, x(t))x(t) +

∫ t

τ

F (t, s, x(s))ds，x(τ) = ξ(4.6)

行列 B : m×m,A : m×mと関数 F はそれぞれ，R+，
R+ ×Rm，R+ ×R+ ×Rm 上で連続とする．

例 4.5 次の条件 (1) - (4)を仮定する．
　 (1) 線形系 (4.5) のゼロ解 x = 0 は一様漸近安定
（[UAS]）である．
　 (2) ある δ > 0が存在し，任意の r > 0に関し，次の
不等式が成り立つ．

　　　　
∫ ∞

0

sup
∥x∥≤r

∥A(s, x)−B(s)∥ds < δ

　 (3) 定数K > 0は補題 4.6の述べられる．定数C > 0

が存在し，次の条件 (3a) - (3c)が成り立つ．
　　 (3a) F (t, s,0) ≡ 0とする．連続関数 q : R+ → R+

は，

　　
∫ t

0

∥F (t, s, x)∥ds ≤ q(t, x)（t ≥ s ≥ 0，x ∈ Rm）

を満たし，次式が成り立つ．

　　　　 lim inf
r→∞

1

r

∫ ∞

0

sup
∥x∥≤r

q(s, x)ds < C

　　 (3b) 次式が成り立つ．

　　　　 lim inf
r→+0

1

r

∫ ∞

0

sup
∥x∥≤r

q(s, x)ds < C

　　 (3c) CKeKδ < 1

　 (4) 問題 (4.6)の解は存在すれば，一意的と仮定する．
このとき，準線形系 (4.6)のゼロ解 x = 0は，大域的一
様漸近安定（[GUAS]）である．

　補題 4.611)p.140，補題 4.7 は，例 4.5を証明するのに
重要な役割を果たす．

補題 4.6 例 4.5条件 (1)より線形系 (4.5)に関し，あ
る定数 K > 0と c > 0が存在し，その基本行列を XB

（XB(0) = I）とすると，次式が成り立つ．
　　　　　　 ∥XB(t)X

−1
B (s)∥ ≤ Ke−c(t−s)（t ≥ s ≥ 0）

補題 4.7 例 4.5 条件 (1) - (2) を仮定する．任意の
r ≥ 0と任意の f ∈ C(R+)（∥f∥∞ ≤ r）につき，線形
方程式

x′(t) = A(t, f(t))x(t) (4.7)

の基本行列をXf（Xf (0) = I）とすると，次式が成立．
　　　　 ∥Xf (t)X

−1
f (τ)∥ ≤ KeKδ−c(t−τ)（t ≥ τ ≥ 0）

正定数K, cは，補題 4.6と等しい．

　例 4.5の証明　例 4.5の前提条件の下で，準線形系問
題 (4.6)の解に関し，一様有界性（[UB]）を示す．任意
の α > 0に対し，
　　 β > α 1+KeKδ

1−KCekδ > α KeKδ

1−KCekδ，
かつ，条件 (3a)より β > 0は次式を満たすとする．
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∫∞
0

sup∥x∥≤β q(s, x)ds ≤ βC

任意 τ ≥ 0，任意の ∥ξ∥ ≤ α, 任意の n ≥ τ，Jn = [0, n]

を固定し，次の定数K(n)と関数集合 B(n)を定める．
　K(n)

　 = max
t∈Jn

max
∥x∥≤β

∥A(t, x)∥β +

∫ n

0

max
∥x∥≤β

q(s, x)ds，

　 B(n) = {f ∈ C(Jn) : f は条件(i) - (iv)を満たす }．
　　 (i) f(τ) = ξ

　　 (ii) ∥f(t)∥ ≤ β（t ∈ Jn）
　　 (iii) ∥f(t1)− f(t2)∥ ≤ K(n)|t1 − t2|（t1, t2 ∈ Jn）
　　 (iv) f(t) = f(τ)（t ∈ [0, τ ]）
このとき，B(n) ⊂ C(Jn)は一様有界で，同程度連続な
閉凸集合で，Ascoli-Arzelàの定理よりコンパクトであ
る．
　関数 f ∈ B(n)に対し，次の線形非斉次初期値問題を
考える．

x′(t) = A(t, f(t))x(t) +

∫ t

τ

F (t, s, f(s))ds，x(τ) = ξ(4.8)

線形系問題 (4.8)の一意解 xf は次式で与えられる．

xf (t) = Xf (t)X
−1
f (τ)ξ

+

∫ t

τ

Xf (t)

∫ u

τ

X−1
f (u)F (u, s, f(s))dsdu

条件から
∥xf (t)∥ ≤ KeKδα+KeKδ

∫∞
0

sup∥x∥≤β q(s, f(s))ds

　　　 ≤ KeKδα+KeKδβC ≤ β（t ∈ Jn）．
また，式 (4.9)の解 xf は，
xf (t)=ξ+

∫ t

τ
A(s, f(s))xf (s)ds+

∫ t

τ

∫ u

τ
F (u, s, f(s))dsdu

を満たすから，∥xf (t1) − xf (t2)∥ ≤ K(n)|t1 − t2|
（t1, t2 ∈ Jn）．xf (t) = ξ（t ∈ [0, τ ]）とすると，
xf ∈ B(n) （f ∈ B(n)）．ここで，次式の写像 U を
定める．
　　　 U : B(n) → B(n)，U(f) = xf

例 4.3の証明と同様にして，U は B(n)上で連続である
ことが示される．Schauderの不動点定理から，少なく
とも 1つの不動点 x ∈ B(n)（x = U(x)），すなわち
　 x(t)=ξ+

∫ t

τ
A(s, x(s))x(s)ds+

∫ t

τ

∫ u

τ
F (u, s, f(s))dsdu

（t ∈ Jn）が成り立つ．
条件 (2)から，問題 (4.6)の解 x(t) = x(t; τ, ξ)（t ∈ Jn）
は唯一的である．次の条件 (ア) - (ウ)を満たす解の点
列 {xn ∈ C[τ,∞) : n ∈ N}を定める．
　 (ア) xn ∈ B(n)（n ∈ N）
　 (イ) xn(t)は，t ∈ Jn のとき問題 (4.6)の解
　 (ウ) xn(t) = xn(n)（t ≥ n）
点列 {xn ∈ C[τ,∞) : n ∈ N} は，J = [τ,∞) で一
様有界で，かつ，J の任意の有界閉集合上で同程度連
続であるから {xn}は，J の任意のコンパクト集合上で
コンパクトとなる．Ascoli-Arzelà の定理より，部分列
{xn(p) : p ∈ N} ⊂ {xn : n ∈ N}が存在し，その部分列
は，J の任意の有界閉集合で収束し，その極限 xは問題

(4.6)の一意解 x(t) = x(t; τ, ξ) である．その構成から，
任意の α > 0に対しある β > αをとれば，任意の τ ≥ 0

と任意の ξ ∈ Rm（∥ξ∥ ≤ α）の解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，
∥x(t)∥ ≤ β（t ≥ τ）を満たすから，問題 (4.6)の解は一
様有界である．
　問題 (4.6)のゼロ解の一様安定性を示す．任意の微小
な η > 0に対し，正数 η1 < ηを次の不等式を満たすよ
うに定める．
　　　 KeKδη1

1−KCeKδ < η

任意の τ ≥ 0，任意の ξ ∈ Rm（∥ξ∥ < η1），任意に自
然数 n ≥ τ を固定する．Jn = [0, n]であり，次の関数
k(n)と関数集合 S(n)を定める．
　　 k(n) = max

t∈Jn

max
∥x∥≤η

∥A(s, x)∥η +max
t∈Jn

max
∥x∥≤η

q(t, x)，

　 S(n) = {f ∈ C(Jn) : f は条件 (i) - (iv)を満たす }．
　　 (i) f(τ) = ξ

　　 (ii) ∥f(t)∥ ≤ η（t ∈ Jn）
　　 (iii) ∥f(t1)− f(t2)∥ ≤ k(n)|t1 − t2|（t1, t2 ∈ Jn）
　　 (iv) f(t) = f(τ)（t ∈ [0, τ ]）
このとき，S(n) ⊂ C(Jn)は有界で，同程度連続な閉凸
集合で，Ascoli-Arzelàの定理よりコンパクトである．
　関数 f ∈ S(n)に対し，次の線形非斉次初期値問題を
考える．

x′(t) = A(t, f(t))x(t) +

∫ t

τ

F (t, s, f(s))ds，x(τ) = ξ(4.9)

問題 (4.9)の一意解 xf は次式で与えられる．

xf (t) = Xf (t)X
−1
f (τ)ξ

+

∫ t

τ

Xf (t)

∫ t

s

X−1
f (u)F (u, s, f(s))duds

条件から
∥xf (t)∥ ≤ KeKδη1 +KeKδ

∫∞
0

sup∥x∥≤η q(s, f(s))ds

≤ KeKδη1+KeKδηC ≤ η（t ∈ Jn）．また，問題 (4.9)

の解 xf は，

xf (t) = ξ +

∫ t

τ

A(s, f(s))xf (s)ds

+

∫ t

τ

∫ u

τ

F (u, s, f(s))dsdu

より，∥xf (t1)− xf (t2)∥ ≤ k(n)|t1 − t2| （t1, t2 ∈ Jn）．
ゆえに，xf ∈ S(n) （f ∈ S(n)）．ここで，次式の写像
U を定める．
　　　 U : S(n) → S(n)，U(f) = xf

例 4.3の証明と同様にして，U は S(n)上で連続である
ことが示される．Schauderの不動点定理から，少なく
とも 1つの不動点 x ∈ S(n)（x = U(x)），すなわち

x(t) = ξ +

∫ t

τ

A(s, x(s))x(s)ds

+

∫ t

τ

∫ u

τ

F (u, s, x(s))dsdu
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（t ∈ Jn）が成り立つ．
条件 (2)から，問題 (4.6)の解 x(t) = x(t; τ, ξ)（t ∈ Jn）
は唯一的である．次の条件 (ア) - (ウ)を満たす解の点
列 {xn ∈ C[τ,∞) : n ∈ N}を定める．
　 (ア) xn ∈ S(n)（n ∈ N）
　 (イ) xn(t)は，t ∈ Jn のとき問題 (4.6)の解
　 (ウ) xn(t) = xn(n)（t ≥ n）
点列 {xn ∈ C[τ,∞) : n ∈ N} は，J = [τ,∞) で一
様有界で，かつ，J の任意の有界閉集合上で同程度連
続であるから，{xn}は J の任意のコンパクト集合上で
コンパクトとなる．Ascoli-Arzelà の定理より，部分列
{xn(p) : p ∈ N} ⊂ {xn : n ∈ N}が存在し，その部分列
は，J の任意の有界閉集合で収束し，その極限 xは問題
(4.6)の一意解 x(t) = x(t; τ, ξ) である．その構成から，
任意の η > 0に対しある η1 < ηをとれば，任意の τ ≥ 0

と任意の ξ ∈ Rm（∥ξ∥ ≤ η1）の解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，
∥x(t)∥ ≤ η（t ≥ τ）を満たすから，問題 (4.6)の解は一
様安定である．
　ゼロ解の大域的一様吸収性を示す．[UB]より，任意
の微小 ε > 0に対し，十分小の正数
　　　　 η = η(ε) < ε1 < ε （ε1 は後述）
をとれば，任意の τ ≥ 0，任意の ξ ∈ Rm（∥ξ∥ < η）
に対し解は ∥x(t)∥ < ε（t ≥ τ）である．準線形系 (4.6)

x′(t) = B(t)x + {A(t, x) − B(t)}x +
∫ t

τ
F (t, s, x(s))ds

の一意解 x(t) = x(t; τ, ξ)は，次式を満たす．
　 x(t) = XB(t)X

−1
B (τ)ξ

+
∫ t

τ
XB(t)X

−1
B (s){A(s, x(s))−B(s)}x(s)ds

+
∫ t

τ
XB(t)

∫ t

s
X−1

B (s)F (u, s, x(s))duds．
　よって，∥x(t)∥ ≤ ∥XB(t)X

−1
B (τ)∥∥ξ∥

+
∫ t

τ
∥XB(t)X

−1
B (s)∥∥A(s, x(s))−B(s)∥∥x(s)∥ds

+
∫ t

τ
∥XB(t)X

−1
B (s)∥

∫ t

s
∥F (u, s, x(s))∥duds．補題 4.6

と, 条件 (3)から，正数 ε1 < εが存在して
　 0 < KCε1

c < ε
2eKδ，

∫∞
0

sup∥x∥≤ε1 q(s, x)ds < ε1C

が成り立つとしてよいから，十分大の T1 = T1(ε) > 0を
とれば，t ≥ τ + T1 のとき，∥XB(t)X

−1
B (τ)∥η ≤ ε

2eKδ，
かつ

∫ t

τ

∫ t

s
∥XB(t)X

−1
B (s)∥∥F (u, s, x(s))∥duds

≤ K
∫ t

τ
e−c(t−s) sup∥x∥≤ε1 q(s, x)ds ≤

KCε1
c < ε

2ekδ．
ゆえに，∥x(t)∥ ≤ ε

2eKδ

+K
∫ t

τ
∥A(s, x(s))−B(s)∥∥x(s)∥ds+ ε

2eKδ．
Gronwallの不等式から，
∥x(t)∥ ≤ ε

eKδ e
∫ t
τ
K∥A(s,x(s))−B(s)∥ds ≤ ε（t ≥ τ + T1）．

従ってゼロ解は，[GUA]，よって [GUAS]である．♢

5. おわりに

本研究では，準線形積分微分方程式の初期値問題

　 x′(t) = A(t, x(t))x(t) +

∫ t

τ

F (t, s, x(s))ds，x(τ) = ξ

に関し，不動点定理やアスコリ・アルツェラの定理等を
応用して，解の定性解析（一様安定性，一様有界性等）

の結果を得ている．
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