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第1章 序論

1.1 はじめに
私達の身の周りは，自然現象，生命現象などさまざま数多くの現象にあふれて
いる．それらの多くが，予想をすることが困難な非線形なものである．
それらの現象を解明，利用して人間の生活をより便利なものにしようとするこ
とは，人間が誕生してから，絶え間なく行われてきた．しかし，今日まで，非線
形現象を完全に理解することには至っておらず，人間の生活に利用されているも
のは，線形現象に近似が可能である非線形の現象の一部を切り取ったものでしか
ない．
私達の最も身近な生命現象であるヒトの身体一つ取っても，心臓の動き，血液
の流れ，代謝，反射など何を挙げても非線形な現象ばかりである．したがって，線
形近似による現象の認識には限界があり，更なる科学・医学の発展には，非線形
な現象は非線形なものとして捉えることが必要である．そこで，非線形な現象を
表している非線形微分方程式を線形近似することなく，非線形方程式のまま取り
扱うために，非線形微分方程式の解析を行っている．
ここで，例として非線形の現象が線形近似されて，線形現象として高校の教科
書でも取り上げられている単振り子の単振動について紹介する．

図 1.1: 単振り子 (微少振動)
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高校の教科書では，単振り子について，図 1.1のように糸の一端を固定して他端
におもりを付けてつるし，鉛直面内で振らせるものであり，単振り子の振れ角が
小さいときには，おもりの運動を単振動と見なすことができると記述されている．
図 1.1は単振り子の微少振動の様子を表しており，糸の長さを l[m]，おもりの質
量をm[kg]，糸と鉛直線とのなす角を θ[rad]とし，最下点の位置から円弧に沿った
変位を x[m]（右向きを正とする)，重力加速度を g[m/s2]とする．また，このとき，
おもりの円弧方向に働く力を mg sin θとする．

xが正のとき，円弧方向に働く力 F[N]は，左向きなので，

F = −mg sin θ (1.1)

で表せる．また，
x = θl

であることから，式 (1.1)は，
F = −mg sin

x
l

(1.2)

である．ここで，単振り子の振れ角 θが十分小さいという条件から，近似式

sin θ ≈ θ (1.3)

が成り立つことより，式 (1.2)は，近似的に

F = −mg

l
x (1.4)

で表せる．式 (1.4)は，mg/lが定数であることから，力の方向は変位と逆方向でそ
の大きさは変位に比例することを表していることから，おもりが単振動をするこ
とを示している．また，周期T は，

T = 2π

√
l
g

であり，この式より，周期は，おもりの質量，振幅に関係なく，糸の長さと重力加
速度のみで決まることがわかる．この事実は，Galileo Galileiにより発見された振
り子の等時性である．
式 (1.4)によって，単振り子の振れ角が小さい場合，おもりが単振動を行うこと
を示したが，これは，近似式 (1.3)を導入した結果であり，振れ角が大きい場合は，
近似式は成り立たなくなり，単振り子の運動とは言うことはできない．そこで，近
似を行うことなく，単振り子の運動方程式を解くことにする．
まずエネルギーの保存則より議論を始める．エネルギー保存則とは，運動エネ
ルギーと位置エネルギーの和は，摩擦によって消費されるエネルギーを無視する
場合，一定である法則である．
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図 1.2: 単振り子

図 1.2のような場合を考える．まず，振り子の持つ位置エネルギーを，最下点の
位置を 0とする．振れ角 θの時のおもりの位置エネルギーは，

mgl (1 − cos θ)

であり，また，運動エネルギーは，

1
2

ml2
(

dθ
dt

)2

となる．したがって，振れ角 θの時の力学的エネルギーは

mgl (1 − cos θ) +
1
2

ml2
(

dθ
dt

)2

(1.5)

である．
振れ角が最大である θmaxのとき，位置エネルギーは，

mgl (1 − cos θmax)

であり，運動エネルギーは，0である．したがって，振れ角 θmax の時の力学的エ
ネルギーは

mgl (1 − cos θmax) (1.6)

である．したがって，力学的エネルギー保存則より (1.5)と (1.6)から

mgl (1 − cos θ) +
1
2

ml2
(

dθ
dt

)2

= mgl (1 − cos θmax)

が成り立つ．この式を dθ
dt
について解くと

dθ
dt
= ±

√
2g(cos θ − cos θmax)

l
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が得られる．この式は，θに関する非線形微分方程式である．しかし変数分離系で
あるので，解くことができる．∫

1
√

cos θ − cos θmax
dθ = ±

∫ √
2g
l

dt (1.7)

式 (1.7)の左辺は楕円積分と言われ，初等関数を使って，具体的に解くことは不可
能である．しかし，解に楕円関数が含まれていることはわかる．楕円関数につい
ては，1.3節において，詳しく述べる．
たいていの非線形の微分方程式において，一般解の構成が困難であることはよ
く知られている．しかし，単振り子の方程式のように，解く過程において，変数
分離系になることから，解が構成できる可能性のある特殊なものが存在する．そ
のような特殊なものは，可積分系といい，数多くの研究がされてきた．可積分系
を代表する方程式として，KdV方程式

∂u
∂t
− 6u
∂u
∂x
+
∂3u
∂x3 = 0， (1.8)

がある．実は，このKdV方程式でも，単振り子の運動方程式と同じように厳密な
解の導出途中で変数分離系となり，同じく楕円積分が表れる．このことは，大宮
[1, 100～103頁]に，詳しく記載されている．
これより，可積分系と楕円関数は密接に関係しているように考えられる．また，
楕円関数を解析することは，非線形微分方程式を近似することなく取り扱うため
の重要な要素である．そこで，本論文では，高次定常KdV方程式に対する古典代
数解析的研究とそれを応用した楕円関数や超楕円関数に対する新たな解析方法を
報告する．
高次定常KdV方程式は，無限自由度の力学系とみなされるKdV方程式 (1.8)，あ
るいは，それの高階化とみなされる高次KdV方程式等の非線形波動方程式の相空
間を特徴付ける高次の非線形常微分方程式の無限系列である．それらの最初の 2
つは，

d3u
dx3 − 6u

du
dx
+ 4c1

du
dx
= 0 (1.9)

d5u
dx5 − 10u

d3u
dx3 − 20

du
dx

d2u
dx2 + 30u2 du

dx
+ 4

{
c2

(
d3u
dx3 − 6u

du
dx

)
− 4c1

du
dx

}
= 0 (1.10)

である．これらの方程式は一見すると複雑で，そこに何らかの数学的構造は存在
しない様に思えるが，それらの第一積分の構成や，それに対応する線形化作用素

H = − d2

dx2 + u(x) (1.11)

のスペクトルを考察すると，その背景にある深い代数解析的事実の存在が明らか
になる．それらは本論文の本編において詳しく説明する．
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次に，本論文の概要であるが，用語，記号の説明などは，本編にまわすことを
先に断っておく．
第 2章では，KdV方程式の線形化作用素である 1次元 Schrödinger作用素 H (u)
の準可換微分作用素 An の構成，及び，交換子 [H (u), An]から得られる微分多項
式 Zn(u)の構成を行う．また，交換子 [H (u), An]が可換になる条件から，n次定常
KdV方程式を構成し，そのときのポテンシャル u(x)を特徴づけるため，新たな概
念である n次代数幾何的ポテンシャルを導入して，導かれる基本関係式について
言及する．
第 3章では，基本関係式より，定義される M 関数をを導入する．この M 関数
の拡張より，1次元 Schrödinger作用素の固有値に対する固有関数を具体的に構成
する．
第 4章では，M関数の一般化を定義し，n次定常KdV方程式の第一積分 I j (u)を
構成する公式によって，完全な初等代数による手法で，包合的に求めることがで
きることを示す．
第 5章では，n次定常KdV方程式の第一積分の公式 (7.2)から，楕円関数におけ
る ℘関数で定義されたWeierstrassの標準形に相当する式を構成する．このとき，
具体例として 1次定常KdV方程式の第一積分を挙げる．また，1次元 Schrödinger
方程式において変数変換を行い，3つの確定特異点をもつ Fuchs型の微分方程式を
構成する．この方程式の 3つの有限な確定特異点 e1，e2，e3における局所モノド
ロミーの考察を行い，1次元 Schrödinger方程式 (7.5)における f (x)が周期的であ
り，さらに u(x)が 2重周期関数（＝楕円関数）であることを楕円関数論を用いな
い新たな方法によって証明する．
第 6章では，mKdV(-)方程式の線形化作用素である 2成分作用素である 1次元

Dirac作用素 P(v)を定義し，1次元Dirac作用素の多成分準可換微分作用素 Ãn(v)
の構成，及び，交換子 [P(v), Ãn(v)]から得られる微分多項式 Kn(v) の導出方法の
証明，考察を行う．第 7章では，それぞれの研究結果のつながり，これからの研究
課題について述べる．

1.2 歴史的背景（KdV方程式）
KdV方程式

∂u
∂t
− 6u
∂u
∂x
+
∂3u
∂x3 = 0

は，1965年，ZabuskyとKruskal[2]による熱拡散の問題を解析する過程において
姿を現し注目が集まった．しかし，この方程式自身は，脚光を浴び始める 60年前
の 1895年に，オランダの物理学者Kortewegと数学者 deVries[3]によって浅水重力
波の方程式としてすでに提唱されており，発見者にちなんで Korteweg-deVries方
程式と呼ばれていた．
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半世紀以上後に注目されることになったKdV方程式は，数値実験 [2]により，孤
立した波どうしの衝突の前後でそれぞれの波の形状，速度が不変であり，粒子の
ような安定した状態で存在することが発見された．このことから，KdV方程式で
記述される孤立波が粒子性をもつことより，「solitary wave（孤立波)」に粒子性を
表す接尾語「on」をつけて，この波は「soliton（ソリトン）」と名付けられた．こ
れが，現在では類を見ないほど爆発的に研究の拡がりを見せている，ソリトン理
論の始まりである．
それらの研究を受け，1968年にMiuraによって，驚くべき変換 [4]

u =
∂v

∂x
+ v2 (1.12)

が，見つけられた．このとき，関数 u = u(x, t) は KdV方程式 (1.8)の解，関数
v = v(x, t)はmKdV(-)方程式

∂v

∂t
− 6v2 ∂v

∂x
+
∂3v

∂x3 = 0 (1.13)

の解である．この変換式の一般化を著者 [5]が行なっている．Miuraは式 (1.12)を，
リッカチ方程式とみなした．リッカチ方程式の一般論は，リッカチ方程式

dy
dx
= a(x)y2 + b(x)y + c(x) (1.14)

の解 y(x)に対して，関数 u(x)を

y(x) = − 1
a(x)

d
dx

log u(x) (1.15)

で定義すると，u(x)は 2階線形常微分方程式

d2u
dx2 −

(
a′(x)
a(x)

+ b(x)
)

du
dx
+ a(x)c(x)u = 0 (1.16)

の解であるというもので，これより，Miura変換を線形化できる．Miura変換に適
用すると，まず，関数 f (x, t)を

u(x, t) =
∂

∂x
log f (x, t) (1.17)

で定義する．すると，関数 f (x, t)は線形方程式

∂2

∂x2 f (x, t) − u(x, t) f (x, t) = 0 (1.18)

を満たす．独立変数が x, tの 2つあるが，時間変数は関係しないので，式 (1.18)は，
常微分方程式である．式 (1.18)にスペクトルパラメータ λを入れると，

− ∂
2

∂x2 f (x, t) + (u(x, t) − λ) f (x, t) = 0 (1.19)
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が得られる．これは，元の方程式であるKdV方程式がガリレイ変換不変であるか
らである．式 (1.19)は，量子力学における 1次元定常 Schrödinger方程式という代
表的な方程式である．1次元 Schrödinger作用素とは，(1.11)で定義される常微分
作用素であり，量子力学の代表的なHamiltonianとして知られる．量子力学におい
て，Hamiltonianのスペクトルを具体的に決定できる例は多くない．具体的に決定
できた例として Kato[6]がある．他方，KayとMoses[7]は，散乱行列の反射係数
が恒等的に消える様な一連のポテンシャルを具体的に構成するスキームを与えた．
このように，Miuraは，KdV方程式をMiura変換の発見から，1次元 Schrödinger
作用素のスペクトルの問題に結びつけた．
ソリトン理論が，爆発的発展をしたのはよく知られていることであるが，そのきっ
かけは，MiuraによるMiura変換 (Miura[4])と，KdV方程式の解と1次元Schrödinger
作用素のスペクトルを結びつけ，KdV方程式の等スペクトル性 (Miura)の発見に
端に発し，KdV方程式の等スペクトル性から，ラックスがラックス表示と呼ばれ
るKdV方程式の作用素表現を導いた (Lax[8])ことが非常に大きい．

1.3 楕円関数
楕円関数の定義の仕方は，大きく分けて二つの流儀がある．1つは，二重周期
関数として級数を用いて定義するもので，Karl Weierstrassが提示したものである．
もう 1つは，楕円積分を用いるもので，Carl Jacobiが定義したものである．本論
文では，前者を中心に話を進めていく．ちなみに，物理や工学の分野では，Jacobi
の楕円関数が用いられることが多いが，楕円関数

℘(x, L) =
1
x2 +

∑
l ∈L
l,0

(
1

(x − l)2 −
1
l2

)
, L = {mω1 + nω2 | m, n ∈ Z } (1.20)

に現れる明瞭な二重周期性は，楕円関数の本質を見事に表している．ここに，ω1，
ω2は複素平面 Cの原点を通る同一の直線上にはない 2つの複素数とする．
ここで，楕円関数の歴史について大まかに述べておく．
楕円積分は，Jacobiの楕円の周の長さについての考察と結びついている．また，

Abelはその不完全楕円積分の逆関数より楕円関数を構成し，この楕円関数の二重
周期性を発見した．
他方，Weierstrassは発想を変え，二重周期性を有する関数について考察し，彼が
得意とする級数を用いて鮮やかに二重周期関数 ℘関数を構成してみせた．さらに，
Weierstrassはこの級数より ℘関数の満たす標準的な微分方程式を構成した．それ
がWeierstrassの標準形

℘′(x, L)2 = 4℘(x, L)3 − g2℘(x, L) − g3

である．ここに Lは格子を表しており，係数である g2, g3は，楕円曲線を決定づけ
る定数である．このWeierstrassの標準形から，楕円関数は楕円曲線をパラメトラ
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イズする関数とみなされ，元々楕円関数が単振り子方程式等の力学の問題として
捉えられていたのが，代数曲線の世界へと拡がり，現代数学の中心に位置するも
のとなった．ちなみに，Weierstrassの標準形を積分することで，楕円積分を求め
ることができる．楕円積分と呼ばれるものは，3次，あるいは 4次の多項式の平方
根の積分で表されるもので，その積分結果は，初等関数では表すことができない
ことを知られている．
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第2章 高次定常KdV方程式

2.1 はじめに
この章では，1次元 Schrödinger作用素の準可換微分作用素の構成と二つの作用
素の交換子より得られる微分多項式について考察を行う．さらに，二つの作用素
が可換になる条件についても言及する．

2.2 微分作用素
実数や複素数等のスカラーの場合を除いて，一般に“積”は非可換である．し
たがって，可換な積は極めて例外的なものだが，反面，可換になるような数学的
対象は，多くの場合，豊かな数学的構造を有している事が知られている．
実際，最も身近な行列の場合にも，ある特定の行列と可換な行列全体はリー環
の構造を有し興味深い例となっている．そこで本章では，微分作用素に着目し，あ
る特定の微分作用素Cに対して，

[A,C] = AC − C A = 0

となる微分作用素 A全体の構造を明らかにすることを目的とする．微分作用素C
としては，非常に特殊ではあるが，微分作用素

H (u) = − d2

dx2 + u(x) (2.1)

を考え，それと可換な微分作用素のクラスを明らかにすることを目的とする．こ
の変数 xは複素変数であり，u(x)は，無限遠点を含まない全有限複素平面で定義
された有理型関数とする．

(2.1)で定義される微分作用素 H (u)は，xが実変数の場合，u(x)をポテンシャル
に持つ 1次元 Schrödinger作用素と呼ばれる作用素である．この様な特殊な微分作
用素を考える理由は，量子力学を始めとする数理物理学の様々な局面を始め，数理
物理学の中心に位置する作用素だからである．通常，複素変数の微分作用素 (2.1)
を Schrödinger作用素とは呼ばないが，超幾何関数を始め，大半の特殊関数を定
義する際に現れる微分作用素でもあるため，敢えて変数 xが複素変数の場合でも
Schrödinger作用素と呼ぶことにする．
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作用素 H (u)は，長い研究の歴史を有し、様々な観点から深く研究されているも
のである．そしてその研究手法は，多くの場合は解析的，特にスペクトルに関わ
る部分では，関数解析的である．本論文では，従来とは少し手法を変えて，初等
的な古典代数解析的な方法で次の問題を考察する．

微分作用素

A =
n∑

j=0
a j (x)

(
d
dx

) j

(2.2)

で H (u)と可換となるものが存在するポテンシャル u(x)を特徴づけよ．

これらの結果から，従来知られていた下記に代表される多くの作用素，あるい
は常微分方程式のクラスを統一的な観点で見直すことが可能になる．

• 可解なあるクラスの Fuchs型 2階常微分方程式

• 無反射 Schrödinger方程式

• Lamé方程式

これらの微分方程式は，微分方程式全体の中で見ると，極めて特殊ではあるが，視
点を変えるとある程度の普遍性を有している．これらの方程式の係数が，それぞ
れ有理ソリトン，双曲線ソリトン，楕円ソリトンに対応していることが分かる．即
ち，ソリトン理論の世界から見ると，現時点で判っているほとんど全てのタイプ
のソリトンを含んでいる．したがって，これらの微分作用素のクラスをさらに押
し広げることにより，ソリトン理論の世界をもっと広げられる可能性を示唆して
いる．
この章の結果は，過去の先行研究として，Burchnall-Chaundy[9]がある．この論
文は，現代数学の書き方でないため，読みにくい論文であるが，本章で述べる事
柄は本質的に全て含まれている．

2.3 準可換微分作用素
可換微分作用素を考察する前に準備として，準可換作用素を考える．準可換作
用素を考えることにより問題の見通しが良くなり，可換条件を微分方程式で表現
することができる．

準可換の概念を定義する．
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定義 1 (準可換微分作用素). n階微分作用素 Aが H (u)の準可換微分作用素である
とは，

[A, H (u)] = K

が，0階の微分作用素，即ち，ただの関数の掛け算作用素になることを言う．

はじめに、微分作用素 (2.2)の形の微分作用素 Aについて，予備的な考察を行い，
少しずつ形を決めていく．まず Aの高階の項から順次，交換子を計算し整理して
みる．

[A, H (u)] = AH (u) − H (u)A

=

(
an

(
d
dx

)n) (
− d2

dx2 + u(x)
)
−

(
− d2

dx2 + u(x)
) (

an

(
d
dx

)n)
+ *,an−1

(
d
dx

)n−1+-
(
− d2

dx2 + u(x)
)
−

(
− d2

dx2 + u(x)
) *,an−1

(
d
dx

)n−1+- + · · ·
= (−an−1 + 2a′n + an−1)

( d
dx

)n+1
+低次の項

= 2a′n
( d

dx

)n+1
+低次の項

したがって、Aと H (u)が準可換ならば，最高階の係数 a′n = 0より，anは定数
である．an = 1として一般性を失わないので，Aの最高階の係数を 1とする．こ
のように最高階の係数が 1である線形微分作用素をモニック作用素と言う．
次に，Aを 2n階のモニック作用素で H (u)と準可換で

[A, H (u)] = K

とする．作用素 A′を
A′ = A − (−1)nH (u)n

で定めると
[A′, H (u)] = [A, H (u)] − (−1)n[H (u)n, H (u)] = K

なので H (u)と準可換で，かつ，2n − 1階以下である．従って，Aは奇数階作用素
を考えるだけでよい．即ち，H (u)と準可換な作用素としては，

An =

(
d
dx

)2n+1
+

2n∑
j=0

a j (x)
(

d
dx

) j

(2.3)

という形の作用素をだけを考えればよい．
次に，H (u)のスペクトル λに対応する固有関数 f (x, λ)を導入する．即ち，f (x, λ)
は微分方程式

H (u) f (x, λ) = − d2

dx2 f (x, λ) + u(x) f (x, λ) = λ f (x, λ) (2.4)
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の非自明解である．これにより，次の書き換えができる．

• f ′′(x, λ) = (u(x) − λ) f (x, λ)

• f ′′′(x, λ) = (u(x) − λ) f ′(x, λ) + u′(x) f (x, λ)

• f (4) (x, λ) = u′′(x) f (x, λ) + u′(x) f ′(x, λ) + u′(x) f ′(x, λ) + (u(x) − λ) f ′′(x, λ)

= (u′′(x) + (u(x) − λ)2) f (x, λ) + 2u′(x) f ′(x, λ)

• f (5) (x, λ) = (u′(x) + 2(u(x) − λ)u′(x)) f (x, λ)

+ (u′′(x) + (u(x) − λ)2) f ′(x, λ) + 2u′′(x) f ′(x, λ) + 2u′(x) f ′′(x, λ)

= (3u′′(x) + (u(x) − λ)2) f ′(x, λ)

+ (u′(x) + 4u′(x)(u(x) − λ)) f (x, λ)
...

(2.5)

以下，同様に，2階以上の項は全て 1階導関数 f ′(x, λ)と f (x, λ)で書き換えるこ
とができる．このことより，次が分かる．

補題 1. Anを 2n + 1階のモニック微分作用素とすると

An f (x, λ) = *.,
(

d
dx

)2n+1
+

2n∑
j=0

a j (x)
(

d
dx

) j+/- f (x, λ)

= P(x, λ) f ′(x, λ) +Q(x, λ) f (x, λ)

(2.6)

が成立する．ここに Pn(x, λ)，Qn(x, λ)は xの関数を係数とする λ の高々nの次多
項式である．

証明. An f (x, λ)が式 (2.6)の様に表されることは，上の考察で明らかである．した
がって，Pn(x, λ)，Qn(x, λ)が λ の n次多項式であることを示せば良い．これは，
(2.5)の計算から，λの現れ方が分かるので，明らかである． □

補題 1に注意して交換子 [An, H (u)]を f (x, λ)に作用させると次が従う．

[An, H (u)] f (x, λ) = AnH (u) f (x, λ) − H (u) An f (x, λ)

= λAn f (x, λ) − H (u)(Pn(x, λ) f ′(x, λ) +Qn(x, λ) f (x, λ))

= (P′′n (x, λ) + 2Q′n(x, λ)) f ′(x, λ)

+ (2(u(x) − λ)P′n(x, λ) + Pn(x, λ)u′(x) +Q′′n (x, λ)) f (x, λ)
(2.7)

Anと H (u)は準可換として

[An, H (u)] = Kn(x)
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と置く．すると (2.7)において f ′(x, λ)の係数は零で， f (x, λ)の係数は Kn(x)であ
る．したがって，次の関係式が成り立つ．

P′′n (x, λ) + 2Q′n(x, λ) = 0
Kn(x) = 2(u(x) − λ)P′n(x, λ) + Pn(x, λ)u′(x) +Q′′n (x, λ)

(2.8)

Pn(x, λ)を λの n次の多項式として

Pn(x, λ) =
n∑

j=0
p j (x)λn− j (2.9)

と置くと，(2.8)より，次のように書き換えられる．

Kn = 2(u(x) − λ)P′n(x, λ) + Pn(x, λ)u′(x) − 1
2

P′′′n (x, λ)

= 2(u(x) − λ)
n∑

j=0
p′j (x)λn− j + u′(x)

n∑
j=0

p j (x)λn− j − 1
2

n∑
j=0

p′′′j (x)λn− j

この式を λに関して降冪の順に整理すると次が分かる．

Kn = −2p′0λ
n+1 +

n∑
j=1

(−2p′j )λ
n− j+1

+

n∑
j=0

(2u(x)p′j (x) + u′(x)p′j (x) − p′′′j (x))λn− j

= −2p′0λ
n+1 +

(
−2p′1 + 2u(x)p′0 + u(x)′p0 −

1
2

p′′′0
)
λn

+

(
−2p′2 + 2up′1 + u′(x)p1 −

1
2

p′′′1
)
λn−1 + · · ·

+

(
−2p′n + 2up′n−1 + u′(x)pn−1 −

1
2

p′′′n−1

)
λ　

+ 2u(x)p′n + u′(x)pn −
1
2

p′′′n

(2.10)

上式より，Knは λを項に持たないことに注意すると，λの 0次の項以外は 0にな
るので，p j (x)は次の漸化式を満たす．


p′0 = 0

−2p′j+1 −
1
2

p′′′j + 2u(x)p′j + u′(x)p j = 0
(2.11)

また，
Kn = 2u(x)p′n + u′(x)pn −

1
2

p′′′n (2.12)

であることが分かる．
したがって，以下のように，順次，式が決まっていく．
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1. p0 = 1と置いて，漸化式 (2.11)に代入すると

p′1 =
1
2

u′(x)

である．したがって，積分すると，C1を積分定数として次を得る．

p1 =
1
2

u + C1

2. 上の p1を漸化式 (2.11)に代入すると

p′2 = −
1
8

u′′′ +
3
4

uu′ +
1
2

C1u′

である．したがって，積分すると，C2を積分定数として次を得る．

p2 = −
1
8

u′′ +
3
8

u2 +
1
2

C1u + C2

以下同様に次々計算ができる．ところで，それらを実行してみると，一般に p j

は uとその導関数 u′，さらに高階導関数 u(k) の定数係数多項式になることが予想
される．その様な多項式は微分多項式と呼ばれる.

2.4 KdV多項式
上に述べたように，関数 p j (x)が u(x)の微分多項式になることが期待されるが，
実際に次のことが知られている．

補題 2. p j は u(x)の微分多項式である．

証明. 田中-伊達 [10]による帰納法を用いた方法で証明する．まず p0，p1，· · ·，pm

が微分多項式であるとする．実際 p0 = 1なのでこの仮定は空ではない．定義より
次が成立する．

p′1 = −
1
4

p′′′0 + up′0 +
1
2

u′p0

p′2 = −
1
4

p′′′1 + up′1 +
1
2

u′p1

...

p′m+1 = −
1
4

p′′′m + up′m +
1
2

u′pm

(2.13)
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(2.13)の第 j番目の式の両辺に pm− j+1をかけ，辺々たし合わせると次を得る．

p0p′m+1 +

m∑
j=1

pm− j+1p′j

= −1
4

m+1∑
j=1

pm− j+1p′′′j−1 + u
m+1∑
j=1

pm− j+1p′j−1

+
1
2

u′
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1

(2.14)

p0 = 1に注意すると (2.14)は p′m+1について次のように解ける．

p′m+1 = −
m∑

j=1
pm− j+1p′j −

1
4

m+1∑
j=1

pm− j+1p′′′j−1

+ u
m+1∑
j=1

pm− j+1p′j−1 +
1
2

u′
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1

(2.15)

そこで右辺の積分を計算する為に，各項の不定積分を計算する．実際には，全て
の項を，ある微分多項式の導関数の形に書き換える．
まず (2.15)の右辺の第 1項を計算する為に次に注意する．

*.,
m∑

j=1
pm− j+1p j

+/-
′

=

m∑
j=1

p′m− j+1p j +

m∑
j=1

pm− j+1p′j

(第１項で k = m − j + 1と置く)

=

m∑
k=1

p′k pm−k+1 +

m∑
j=1

pm− j+1p′j

(第 1項と第 2項は同じもの)

= 2
m∑

j=1
pm− j+1p′j

したがって
m∑

j=1
pm− j+1p′j =

1
2
*.,

m∑
j=1

pm− j+1p j
+/-
′

が示された．次に (2.15)の右辺の第 2項を計算する．そのために次のように書き
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換える．

− 1
4

m+1∑
j=1

pm− j+1p′′′j−1

= −1
4
*.,

m+1∑
j=1

pm− j+1p′′j−1
+/-
′

+
1
4

m+1∑
j=1

p′m− j+1p′′j−1

(2.16)

続いて，次の書き換えを行う．

*.,
m+1∑
j=1

p′m− j+1p′j−1
+/-
′

=

m+1∑
j=1

p′′m− j+1p′j−1 +

m+1∑
j=1

p′m− j+1p′′j−1

　(第１項で m − j + 1 = k − 1と置く)

=

m+1∑
k=1

p′′k−1p′m−k+1 +

m+1∑
j=1

p′m− j+1p′′j−1

　(第 1項と第 2項は同じもの)

= 2
m+1∑
j=1

p′m− j+1p′′j−1

したがって
m+1∑
j=1

p′m− j+1p′′j−1 =
1
2
*.,

m+1∑
j=1

p′m− j+1p′j−1
+/-
′

(2.17)

が示された．そこで (2.16)に (2.17)を代入すると次が示される．

− 1
4

m+1∑
j=1

pm− j+1p′′′j−1

= −1
4
*.,

m+1∑
j=1

pm− j+1p′′j−1
+/-
′

+
1
8
*.,

m+1∑
j=1

p′m− j+1p′j−1
+/-
′

=
*.,−

1
4

m+1∑
j=1

pm− j+1p′′j−1 +
1
8

m+1∑
j=1

p′m− j+1p′j−1
+/-
′

(2.18)

即ち，(2.15)の右辺第 2項はある微分多項式の導関数の形で与えられることが分か
る．次に (2.15)の右辺の第 3項，第 4項を一緒にまとめて考える．
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*.,
1
2

u
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1
+/-
′

=
1
2

u *.,
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1
+/-
′

+
1
2

u′
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1

=
1
2

u
m+1∑
j=1

p′m− j+1p j−1 +
1
2

u
m+1∑
j=1

pm− j+1p′j−1

+
1
2

u′
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1

(2.19)

であり，ここで，(2.19)の右辺の第 1項において，m − j + 1 = k − 1と置くと

*.,
1
2

u
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1
+/-
′

=
1
2

u
m+1∑
k=1

p′k−1pm−k+1 +
1
2

u
m+1∑
j=1

pm− j+1p′j−1

+
1
2

u′
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1

(2.20)

となり，(2.20)の右辺の第 1項と第 2項は同じものであるので

*.,
1
2

u
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1
+/-
′

= u
m+1∑
j=1

pm− j+1p′j−1 +
1
2

u′
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1. (2.21)

(2.21)の最後の行は (2.15)の第 3項，第 4項と一致している．したがって，次が示
された．

p′m+1 = −
1
2
*.,

m∑
j=1

pm− j+1p j
+/-
′

+
*.,−

1
4

m+1∑
j=1

pm− j+1p′′j−1 +
1
8

m+1∑
j=1

p′m− j+1p′j−1
+/-
′

+
*.,
1
2

u
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1
+/-
′

ここで，両辺を積分すると，定数Cが存在して

pm+1 = −
1
2

m∑
j=1

pm− j+1p j −
1
4

m+1∑
j=1

pm− j+1p′′j−1

+
1
8

m+1∑
j=1

p′m− j+1p′j−1 +
1
2

u
m+1∑
j=1

pm− j+1p j−1 + C
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が成立する．右辺は微分多項式であるから pm+1も微分多項式である． □

補題 2より，関数 p j (x)は微分多項式であることが分かった．しかし，上の p1(x)
と p2(x)の計算例でも分かるように，漸化式を解く際に不定積分を伴うので，その
度ごとに積分定数が現れ，p j (x)は一意には定まらない．そこでその積分定数を零
と置いて一意化を図ることにする．

定義 2. Z0(u) = 1と置く．j ≥ 1に対しては，微分多項式 p j−1(x)から漸化式 (2.11)
を用いて微分多項式 p j (x)を計算する際に現れる積分定数を零と置いて得られる微
分多項式を Z j (u)で表す．Z j (u), j = 0, 1, 2, · · · , n, · · · を j次KdV多項式と言う．

この定義は，厳密に言うと，数学的には不完全である．但し，補題 2から，p j

は uの微分多項式と分かっているので，関数 u(x)を微分多項式に代入して得られ
た関数としてではなく，p j を不定元 uの微分多項式として考えると，いちおう誤
解無く一意に定めることができる．詳しい微分代数的定義はOhmiya[11]を参照さ
れたい．
なお，“ KdV”と言う命名の由来は，uが変数 x以外に時間変数 tにも依存する
とき，発展方程式

∂u
∂t
=
∂

∂x
Z2(u) = −1

8
∂3u
∂x3 +

3
4

u
∂u
∂x

が本質的にソリトン方程式の代表的なものである KdV(Korteweg-de Vries)方程式
と同一のものだからである．ちなみに，KdV多項式の名前が初めて使われている
論文は，Ohmiya[12]である．

2.5 Λ作用素
漸化式 (2.11)より，微分多項式 Z j+1(u)は Z j (u)を用いて

d
dx

Z j+1(u) =
1
2

u′(x)Z j (u) + u(x)
d
dx

Z j (u) − 1
4

d3

dx3 Z j (u) (2.22)

と表すことができる．そこで，これを形式的に

Z j+1(u) =
(

d
dx

)−1 (
1
2

u′(x) + u(x)
d
dx
− 1

4
d3

dx3

)
Z j (u) (2.23)

と表す．そこで漸化作用素

Λ(u) =
(

d
dx

)−1 (
1
2

u′(x) + u(x)
d
dx
− 1

4
d3

dx3

)
(2.24)
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を定義し，Λ作用素と呼ぶことにする．これは形式的擬微分作用素とよばれるもの
の一種である．これを用いると Z jを定める漸化式は次のように極めて単純になる．

Z j+1(u) = Λ(u)Z j (u), Z0(u) = 1, j = 0, 1, 2, · · ·

最初のいくつかの計算結果を紹介する．

• Z1(u) =
1
2

u

• Z2(u) =
3
8

u2 − 1
8

u′′

• Z3(u) =
1
32

u(4) − 5
16

uu′′ − 5
32

u′2 +
5
16

u3

• Z4(u) = − 1
128

u(6) +
7
64

uu(4) +
7
32

u′u′′′ +
21
128

u′′2

− 35
64

u2u′′ − 35
64

uu′2 +
35
128

u4

(2.25)

さらに，次が成立することが分かる．

補題 3. 2n + 1階の線形微分作用素 Anを

An =
1
2

n∑
j=0

(
Z j (u)

d
dx
− 1

2
Z′j (u)

)
H (u)n− j (2.26)

で定めると
[An, H (u)] =

d
dx

Zn+1(u) (2.27)

が成立する．

証明. 帰納法による．まず

[An−1, H (u)] =
d
dx

Zn(u)

が成立したとする．実際 n = 1とすると Z0(u) = 1なので

A0 =
1
2

(
Z0(u)

d
dx
− 1

2
Z′0(u)

)
=

1
2

d
dx

であるから

[A0, H (u)] =
1
2

(
d
dx

) (
− d2

dx2 + u
)
− 1

2

(
− d2

dx2 + u
) (

d
dx

)
=

1
2

u′(x) =
d
dx

Z1(u)
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が成立するので，この帰納法の仮定は空ではない．次に，Anの定義より

An =
*.,
1
2

n−1∑
j=0

(
Z j (u)

d
dx
− 1

2
Z′j (u)

)
H (u)n−1− j+/- H (u)

+
1
2

(
Zn(u)

d
dx
− 1

2
Z′n(u)

)
= An−1H (u) +

1
2

(
Zn(u)

d
dx
− 1

2
Z′n(u)

) (2.28)

が成立する．したがって，帰納法の仮定と直接計算で次が分かる．

[An, H (u)] = [An−1H (u), H (u)] +
[
1
2

(
Zn(u)

d
dx
− 1

2
Z′n(u)

)
, H (u)

]
= Z′n(u)H (u) +

(
1
2

Zn(u)
d
dx
− 1

4
Z′n(u)

)
H (u) − H (u)

(
1
2

Zn(u)
d
dx
− 1

4
Z′n(u)

)
=

1
2

u′Zn(u) + uZ′n(u) − 1
4

Z′′′n (u)

= Z′n+1(u)

従って補題は証明された． □

したがって，微分作用素

A =
n+1∑
j=1

c j A j−1 =
1
2

n∑
j=0

c j+1

j−1∑
k=0

(
Zk (u)

d
dx
− 1

2
Z′k (u)

)
H (u) j−k−1

は H (u)と準可換で

[A, H (u)] =
n+1∑
j=1

c j
d
dx

Z j (u)

が成立する．即ち，H (u)と微分作用素 Aが可換となるためにはポテンシャル u(x)
が微分方程式

n+1∑
j=1

c j
d
dx

Z j (u) = 0

を満たせばよい事が分かる．この際，cn+1 , 0として一般性を失わないので，cn+1

で全体を割っておけば，もともと cn+1 = 1として良い．また，次節での話の展開
の為には，c j の代わりに −c j を考える方が便利なので

A = An −
n∑

j=1
c j A j−1 (2.29)
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と置くと，

[A, H (u)] =
d
dx

Zn+1(u) −
n∑

j=1
c j

d
dx

Z j (u)

が成立する．これは Aと H (u)が可換である為には，u(x)が微分方程式

d
dx

Zn+1(u) −
n∑

j=1
c j

d
dx

Z j (u) = 0 (2.30)

を満たすことが十分であることを示している．これで，2.2節に述べたu(x)を特徴付
ける微分方程式が得られた．そこで微分方程式 (2.30)の両辺を積分して，Z0(u) = 1
に注意すると，定数 c0が存在して

Zn+1(u) −
n∑

j=1
c j Z j (u) = c0 = c0Z0(u) (2.31)

が成立することが分かる．この関係式 (2.31)を Zn+1(u)について解いた次の関係式
が以後の基本になる．

Zn+1(u) =
n∑

j=0
c j Z j (u) (2.32)

ここで，ポテンシャル u(x)を特徴づけるため，新たな概念の導入を行う．

2.6 代数幾何的ポテンシャル
V (u)を無限個の微分多項式 Z j (u)， j = 0, 1, 2, · · · で張られる複素数体 C上のベ
クトル空間とする．即ち，V (u)は，1次元複素ベクトル空間

CZ j (u) = {cZ j (u) | c ∈ C}

の直和空間

V (u) =
∞⊕

j=0
CZ j (u)

である．
無限個の 1次元空間の直和V (u)は一般には無限次元空間である．しかし，特殊
なポテンシャル u(x)に対しては，有限次元に退化することがある．そこで次の概
念を導入する．

定義 3 (代数幾何的ポテンシャル). V (u)が n + 1次元のとき，u(x)を n次代数幾何
的ポテンシャルという．

代数幾何的ポテンシャルは確かに存在する．実際，次が直ちに分かる．
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補題 4. 定数関数 u(x) ≡ cは 0次代数幾何的ポテンシャルである．

証明. u(x) ≡ cなので，直ちに次が分かる．

Z0(u) = 1

Z1(u) =
1
2

u =
c
2

Z2(u) = −1
8

u′′ +
3
8

u2 =
3
8

c2

以下，同様に全ての nに対して Zn(u) =定数であることが分かる．したがって

V (u) = C

である．即ち，dim V (u) = 1なので u(x) ≡ cは 0次代数幾何的ポテンシャルであ
る． □

ベクトル空間V (u)が有限次元になる場合には，次が成立する．

定理 1. u(x)が n次代数幾何的ポテンシャルならば Z0(u), Z1(u), · · · , Zn(u)をV (u)
の基底として選べる．

証明. V (u)が有限次元なので，Z0(u)，· · ·，Zm(u)は1次独立で，Z0(u)，· · ·，Zm+1(u)
は 1次従属であるようなmが存在する．すると，非自明な線形関係，即ち，a0, a1,
· · · , am+1のなかに 0でないものが存在して

m+1∑
j=0

a j Z j (u) = 0

が成立する．すると am+1 , 0である．実際，am+1 = 0ならば
m∑

j=0
a j Z j (u) = 0

だが，仮定より，Z j (u)， j = 0, 1, · · · , mが一次独立であるので，a0 = a1 = · · · =
am = 0が従うので仮定に反するからである．したがって適当に書き換えて

Zm+1(u) =
m∑

j=0
a j Z j (u) (2.33)

が成立する．そこで，この関係式 (2.33)の両辺に Λ(u)を作用させると，Λ(u)は線
形なので

Λ(u)Zm+1(u) =
m∑

j=0
a jΛ(u)Z j (u)
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が従うが，定義より

Zm+2(u) =
m∑

j=0
a j+1Z j+1(u) + a0Z0

= am+1Zm+1(u) +
m∑

j=0
a j Z j (u)

= am

m∑
j=0

a j Z j (u) +
m∑

j=0
a j Z j (u)

=

m∑
j=1

(ama j + a j−1)Z j (u) + ama0Z0(u)

なので，Zm+2(u)は Z0(u), · · · , Zm(u)の一次結合で表される．以下同様に，Zm+k (u)，
k = 3, 4, · · · も Z0(u), · · · , Zm(u)の 1次結合で表されることが分かる．したがって，
Z0(u), · · · , Zm(u)はV (u)の基底である．仮定よりV (u)は n次元なのでm = nであ
る．　 □

この定理 1より u(x)が n次代数幾何的ポテンシャルならば定数 c0，c1，· · ·，cn

が一意に存在して

Zn+1(u) =
n∑

j=0
c j Z j (u) (2.34)

が成立する．関係式 (2.34)はベクトル空間V (u)を完全に特徴付けるものなので次
を定義する．

定義 4. n次代数幾何的ポテンシャル u(x)に対して関係式 (2.34)を基本関係式，定
数 c0，c1，· · ·，cn を特性係数と呼ぶ．また n + 1次多項式

Ω(λ) = λn+1 −
n∑

j=0
c jλ

j (2.35)

を特性多項式と呼ぶ．

　
これで，H (u)と可換となる作用素 Aが存在するポテンシャル u(x)を特徴づけ
ることができた．即ち，ポテンシャル u(x)は関係式 (2.34)を満たせば (2.29)で定
義される作用素 Aと可換である．

2.7 まとめ
この章の結果をまとめる．1次元 Schrödinger作用素

H (u) = − d2

dx2 + u(x)
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の準可換微分作用素を構成するとともに，この 2つの作用素が可換となる条件を
求めた．
準可換微分作用素は，

An =
1
2

n∑
j=0

(
Z j (u)

d
dx
− 1

2
Z′j (u)

)
H (u)n− j

であり，このとき
[An, H (u)] =

d
dx

Zn+1(u) (2.36)

が成立する．Zn(u)はKdV多項式と呼ばれ，漸化作用素

Λ(u) =
(

d
dx

)−1 (
1
2

u′(x) + u(x)
d
dx
− 1

4
d3

dx3

)
を用いて

Z j+1(u) = Λ(u)Z j (u), Z0(u) = 1, j = 0, 1, 2, · · ·

で定義される．
2つの作用素が可換となる条件は，u(x)が代数幾何的ポテンシャルであり，かつ
微分方程式

d
dx

(
Zn+1(u) −

n∑
j=1

c j Z j (u)
)
= 0 (2.37)

を満たすことである．式 (2.37)のことを，n次定常KdV方程式という．
したがって，2.2節で述べた，H (u)と可換となるものとそれが存在するポテン
シャル u(x)を特徴づけることができた．
次章では，1次元 Schrödinger作用素 H (u)が固有値に代数幾何的ポテンシャル

u(x)を持つとして，固有関数の具体的な求め方を示唆し，低次の場合の代数幾何
的ポテンシャルの特徴について，考察を行う．
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第3章 M関数と代数幾何的ポテン
シャル

3.1 はじめに
この章では，u(x)が n次代数幾何的ポテンシャルとして基本関係式 (2.34)が成立
しているとき，定義可能なM関数と，KdV多項式に成り立つ展開公式によって構
成できるスペクトル型 M関数を導入し，スペクトル型 M関数を解にもつAppell-
Lindemannの方程式によって，1次元 Schrödinger作用素 H (u)の具体的な固有関数
の構成を行う．

3.2 M関数
u(x)が n次代数幾何的ポテンシャルとして基本関係式 (2.34)が成立していると
き，次で定義される関数について考える．

定義 5 (M関数). u(x)を n次代数幾何的ポテンシャルとして基本関係式 (2.34)が成
立しているとする．そのとき

M (x) = Zn(u(x)) −
n∑

j=1
c j Z j−1(u(x)) (3.1)

で定義される関数を u(x)に対応する M関数と呼ぶ．この関数 (3.1)は，基本関係
式 (2.34)の添字を 1つずらしたものである．

M (x)は恒等的に零ではない．実際，恒等的に零ならば Z0(u)，· · ·，Zn(u)は一
次従属になり，仮定に反する．また，M関数は，次を満たす．

補題 5. M関数 M (x)はポテンシャル u(x)に対するAppell-Lindemann方程式

L(u)M (x) = −1
4

d3

dx3 M (x) + u(x)
d
dx

M (x) +
1
2

u′(x)M (x) = 0 (3.2)

の解である．
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証明. M関数 M (x)に漸化作用素 Λ(u)を作用させると，基本関係式より，次が分
かる．

Λ(u)M (x) = Zn+1(u(x)) −
n∑

j=1
c j Z j (u(x)) = c0Z0(u(x)) (3.3)

等式 (3.3)の両辺を xで微分すると，c0Z0(u(x))は定数なので

d
dx
Λ(u)M (x) =

(
−1

4
d3

dx3 + u(x)
d
dx
+

1
2

u′(x)
)

M (x) = 0 (3.4)

である．これは M (x)がAppell-Lindemann方程式の解である事を示している． □

ここで，Appell-Lindemann方程式について，定義をしておく．まずは，次の事
実がある．

補題 6. 関数 v(x)，u(x)は微分可能な関数とする．y = f1(x)，y = f2(x)が 2階線
形常微分方程式

d2y

dx2 = v(x)
dy
dx
+ u(x)y (3.5)

の解の基本系ならば，

g1(x) = f1(x)2, g2(x) = f1(x) f2(x), g3(x) = f2(x)2

で定義される関数 z = g1(x)，z = g2(x)，z = g3(x)は 3階線形常微分方程式

d3z
dx3 = 3v(x)

d2z
dx2 + (4u(x) − 2v(x)2 + v′(x))

dz
dx

+ (2u′(x) − 4v(x)u(x))z

の解の基本系である．特に v(x) ≡ 0ならば 3階線形常微分方程式

d3z
dx3 = 4u(x)

dz
dx
+ 2u′(x)z (3.6)

の解の基本系である．

この補題より，方程式 (3.6)を次のように定義する．

定義 6. 1次元 Schrödinger作用素

H (u) = − d2

dx2 + u(x)

に対して
L(u) = −1

4
d3

dx3 + u(x)
d
dx
+

1
2

u′(x) (3.7)
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をH (u)に付随するAppell-Lindemann作用素と呼ぶ．また，微分方程式 (3.6)，即ち，

L(u)z = −1
4

d3z
dx3 + u(x)

dz
dx
+

1
2

u′(x)z = 0

をAppell-Lindemann方程式と言う．

補題 5より，代数幾何的ポテンシャルのM関数はAppell-Lindemann方程式 (3.4)
を満たす．この事実から，スペクトル変数を含む M 関数に拡張することにより，
それを通じて 1次元 Schrödinger作用素に対する固有値問題 (2.4)の固有値と対応
する固有関数を代数的に構成する方法を考察する．

3.3 展開公式
微分多項式であるKdV多項式には，ある種の展開定理が成り立つ．そこで，KdV
多項式における展開公式について考察を行う．それには，Appell-Lindemannの補
題 6を利用する．
補題 5，6より，M関数 M (x)は，2階線形常微分方程式

H (u) f (x) = − d2

dx2 f (x) + u(x) f (x) = 0 (3.8)

の解の基本系 f1(x), f2(x)の 2次形式で表すことができる．即ち，定数 α1, α2, α3

が存在して
M (x) = α1 f1(x)2 + α2 f1(x) f2(x) + α3 f2(x)2 (3.9)

と表される．しかし M (x)から f1(x)， f2(x)を再構成するのは，原理的に不可能
である．そこで，スペクトル変数 λを導入して，u(x)の代わりに u(x) − λを考察
する．即ち，2階方程式としては

H (u(x) − λ) f (x, λ) = − d2

dx2 f (x, λ) + (u(x) − λ) f (x, λ) = 0 (3.10)

を考える．そこで u(x) − λ の KdV多項式 Z j (u − λ)を構成する．具体例として，
j = 1, 2, 3の場合をあげる．

• j = 1の場合：

Z1(u − λ) =
1
2

(u − λ) =
1
2

u − 1
2
λ = Z1(u) − 1

2
λZ0(u)

• j = 2の場合：

Z2(u − λ) = −1
8

(u − λ)′′ +
3
8

(u − λ)2

= −1
8

u′′ +
3
8

u2 − 3
4
λu +

3
8
λ2

= Z2(u) − 3
2
λZ1(u) +

3
8
λ2Z0(u)
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• j = 3の場合：

Z3(u − λ) =
1
32

(u − λ)′′′′ − 5
16

(u − λ)(u − λ)′′

− 5
32

(u − λ)′2 +
5
16

(u − λ)3

=
1
32

u′′′′ − 5
16

(u − λ)u′′ − 5
32

u′2

+
5
16

u3 − 15
16
λu2 +

15
16
λ2u − 5

16
λ3

=

(
1
32

u′′′′ − 5
16

uu′′ − 5
32

u′2 +
5
16

u3
)

− 5
2
λ

(
−1

8
u′′ +

3
8

u2
)
+

15
8
λ2

(
1
2

u
)
− 5

16
λ3

= Z3(u) − 5
2
λZ2(u) +

15
8
λ2Z1(u) − 5

16
λ3Z0(u)

以上の例より，Z j (u − λ)は Z j (u)，Z j−1(u)，· · ·，Z0(u)の一次結合で表され，さ
らに，その係数は λの多項式であることが予想される．実際，次が成立する．

補題 7. 任意の m = 1, 2, · · · に対して

d
dx

Zm(u − λ) =
m∑

j=1
p(m)

j (λ)
d
dx

Z j (u) (3.11)

となる λの定数係数多項式 p(m)
j (λ)、 j = 1, 2, · · · , mが存在し，それらは次の漸化

式を満たす．


p(m)

m (λ) = p(m−1)
m−1 (λ)

p(m)
j (λ) = p(m−1)

j−1 (λ) − λp(m−1)
j (λ), j = 1, · · · ,m − 1

(3.12)

証明. mに関する帰納法による．上の例よりm = 1では成立している．そこでm−1
まで成立したと仮定する．即ち，

d
dx

Zm−1(u − λ) =
m−1∑
j=0

p(m−1)
j (λ)

d
dx

Z j (u) (3.13)

を仮定する．この (3.13)式の両辺に式 (3.7)で定義される，H (u − λ)に付随する
Appell-Lindemann作用素 L(u − λ)を作用させる．その際

d
dx
Λ(u − λ) = L(u − λ) = L(u) − λ d

dx
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に注意する．まず

L(u − λ)Zm−1(u − λ) =
d
dx
Λ(u − λ)Zm−1(u − λ) =

d
dx

Zm(u − λ) (3.14)

が分かる．他方，上の注意と帰納法の仮定より，次が成立する．

L(u − λ)Zm−1(u − λ)

=

(
L(u) − λ d

dx

) m−1∑
j=0

p(m−1)
j (λ)Z j (u)

=

(
d
dx
Λ(u) − λ d

dx

) m−1∑
j=0

p(m−1)
j (λ)Z j (u)

=

m−1∑
j=0

p(m−1)
j (λ)

d
dx

Z j+1(u) −
m−1∑
j=0
λp(m−1)

j (λ)
d
dx

Z j (u)

= p(m−1)
m−1 (λ)

d
dx

Zm(u) +
m−1∑
j=1

(p(m−1)
j−1 (λ) − λp(m−1)

j (λ))
d
dx

Z j (u)

− λp(m−1)
0 (λ)

d
dx

Z0(u)

(3.15)

(3.14)と (3.15)を比較し，Z0(u) = 1に注意すると次が分かる．
d
dx

Zm(u − λ) = p(m−1)
m−1 (λ)

d
dx

Zm(u)

+

m−1∑
j=1

(p(m−1)
j−1 (λ) − λp(m−1)

j (λ))
d
dx

Z j (u)

=

k∑
j=0

p(m)
j (λ)Z j (u)

(3.16)

各項を比較することにより漸化式も得られる． □

KdV多項式の展開公式としては，(3.11)の両辺を積分すると，λの多項式 p(m)
0 (λ)

が存在して

Zm(u − λ) =
m∑

j=0
p(m)

j (λ)Z j (u) (3.17)

と表すことが出来るのはすぐ分かるが，補題 7ではこの p(m)
0 (λ)は決定できない．

そこで次に p(m)
0 (λ)を決定する．まず，次が分かる．

補題 8. m次KdV多項式 Zm(u)は βmumの形の項を含む．ここに

βm =
(2m)!

22m(m!)2 (3.18)
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である．さらに
Ym(u) = Zm(u) − βmum (3.19)

と置くと，微分多項式Ym(u)の全ての項は uの導関数を含む様にできる．

証明. mに関する帰納法で示す．まず，m = 1ならば

Z1(u) =
1
2

u

である．また，定義より
β1 =

2!
22(1!)2 =

1
2

より，
Y1(u) = 0

であるから，補題の主張は明らかに成立する．そこで、m− 1まで成立したとする．
即ち，(3.19)で定義される微分多項式Ym−1(u)の全ての項は，無駄の無い表示をす
ると uの導関数を含んでいる．直接計算により次が分かる．

Zm(u) = Λ(u)Zm−1(u)

= Λ(u)(Ym−1(u) + βm−1um−1)

= Λ(u)Ym−1(u) + βm−1

(
d
dx

)−1 (
−1

4
(um−1)′′′ + u(um−1)′ +

1
2

um−1u′
)

= Λ(u)Ym−1(u) + βm−1

(
− (m − 1)(m − 2)

4
um−3u′2 − m − 1

4
um−2u′′ +

2m − 1
2m

um
)

次に，上式の第１項 Λ(u)Ym−1(u)の各項は uの導関数を含む事を背理法で示す．ま
ず，Λ(u)Ym−1(u)の項のうち，少なくともその１つが uの導関数を含まないとする．
そのような項の最低の次数を lとする．即ち，α , 0を定数として，αul という項
を含んでいるとする．L(u)を (3.7)で定義される Appell-Lindemann作用素とする
と，次が成立する．

L(u)Ym−1(u) =
d
dx
Λ(u)Ym−1(u)

= lαul−1u′ + · · ·
(3.20)

他方
L(u)Ym−1(u) = −1

4
Ym−1(u)′′′ + uYm−1(u)′ +

1
2

u′Ym−1(u)

であるから，これが lαul−1u′という項を含んでいるためには，Ym−1(u)が γ , 0を
定数として，γul−1という形の導関数を含まない項を含んでいる必要がある．しか
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し，仮定より，Ym−1(u)の各項は必ず uの導関数を含むので，これは矛盾である．
したがって

Zm(u) =
2m − 1

2m
βm−1um +導関数を含む項

が成立することが分かる．そして

2m − 1
2m

βm−1 =
2m − 1

2m
(2(m − 1))!

22(m−1) ((m − 1)!)2 =
(2m)!

22m(m!)2 = βm

より，主張は証明された． □

この補題により，次のKdV多項式に関する展開定理が証明できる．

定理 2 (展開公式). 係数 α(m)
j ， j = 0, 1, · · · , mを次の漸化式で定める．

α(m)
j =



1, j = m

α(m−1)
j−1 + α(m−1)

j , j = 1, 2, · · · ,m − 1

(2m)!
22m(m!)2 , j = 0

α(0)
0 = 1. j = m = 0

(3.21)

すると
p(m)

j (λ) = (−1)m− jα(m)
j λ

m− j (3.22)

と置くと，展開公式

Zm(u(x) − λ) =
m∑

j=0
p(m)

j (λ)Z j (u(x)) (3.23)

が成立する．

係数 α(m)
j は通常の二項展開に関する二項係数

nCj =
n!

j!(n − j)!

に似ているので，KdV二項係数と呼ぶことにする．
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証明. j ≥ 1ならば，Z j (0) = 0が成立する．Z0(0) = 1であることに注意すると

Zm(−λ) =
m∑

j=0
p(m)

j (λ)Z j (0) = p(m)
0 (λ)

が分かる．他方，補題 8より，Ym(u)の各項は uの導関数を含むので，uが定数な
らばYm(u) = 0である．したがって，次が分かる．

Zm(−λ) = Ym(−λ) + βm(−λ)m

= βm(−λ)m = (−1)m (2m)!
22m(m!)2 λ

m

したがって
p(m)

0 (λ) = (−1)m (2m)!
22m(m!)2 λ

m (3.24)

が示された．次に，漸化式 (3.12)により，任意のmに対して，全ての j = 1, 2, · · · , m
について α(m)

j が (3.21)により定まり

p(m)
j (λ) = (−1)m− jα(m)

j λ
m− j (3.25)

が成立することを mと jに関する帰納法で示す．まず m = 0の場合，明らかに

Z0(u − λ) = 1

であるから p0(0) = 1で，α(0)
0 = 1が分かる．m = 1の場合は

Z1(u − λ) =
1
2

(u − λ) =
1
2

u − 1
2
λ = Z1(u) − 1

2
λZ0(u)

である．したがって
p(1)

1 (λ) = 1, p(1)
0 (λ) =

1
2
λ

より
α(1)

1 = 1 = α(0)
0 , α

(1)
0 =

1
2
=

2!
22(1!)2

であるから，定理の主張を満たしている．そこでm−1まで成立したとする．j , 0
かつ j , mとする．すると補題 7の漸化式 (3.12)より

p(m)
j (λ) = (−1)(m−1)−( j−1)α(m−1)

j−1 λ
(m−1)−( j−1)

− λ(−1)(m−1)− jα(m−1)
j λ (m−1)− j

= (−1)m− j (α(m−1)
j−1 + α(m−1)

j )λm− j

(3.26)

が成立する．これは
α(m)

j = α(m−1)
j−1 + α(m−1)

j
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と置くと
p(m)

j (λ) = (−1)m− jα(m)
j λ

m− j, j = 1, 2 · · · ,m − 1

であることを示している．他方，j = 0の場合は，上の (3.24)で既に示されている．
j = mの場合は，補題 7の漸化式 (3.12)より

p(m)
m (λ) = p(m−1)

m−1 (λ) = · · · = p(1)
1 = 1

であるから主張は全て示された． □

次にKdV多項式 Z j (u)全体で張られるベクトル空間V (u)についてもう少し調べ
ておく．まず，この展開定理 2より任意の mに対して Zm(u − λ) ∈ V (u)が成立す
るので

V (u − λ) ⊂ V (u)

が成立する．また

Zm(u) = Zm((u − λ) + λ) =
m∑

j=0
p(m)

j (−λ)Z j (u − λ)

が成立するので
V (u) ⊂ V (u − λ)

である．したがって
V (u) = V (u − λ)

である．故に次が示された．

系 1. 任意の λに対して
V (u) = V (u − λ)

が成立する．さらに u(x)が n次代数幾何的ポテンシャルならば u(x) − λも n次代
数幾何的ポテンシャルである．

次に定義 4にしたがってポテンシャル u(x) − λの基本関係式と特性係数を計算
する．即ち，仮定としては，u(x)は c j， j = 0，· · ·，nを特性係数とする n次代数
幾何的ポテンシャルで，基本関係式

Zn+1(u) =
n∑

j=0
c j Z j (u)

が成立しているとする．すると次が分かる．
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補題 9. j = 0，· · ·，nに対して λの n − j + 1次多項式 a j (λ)を

a j (λ) = −α(n+1)
j λn− j+1 +

n∑
k= j

α(k)
j ckλ

k− j (3.27)

で定めると

Zn+1(u − λ) =
n∑

j=0
a j (λ)Z j (u − λ) (3.28)

が成立する．即ち，(3.28)がポテンシャル u(x) − λの基本関係式であり，(3.27)で
定義される λの多項式 a j (λ)がその特性係数である．

3.4 スペクトル型M関数
上の等式 (3.23)をもとに次のスペクトル型 M関数 M (x, λ)を定義する．

定義 7. u(x)を n次代数幾何的ポテンシャルとするとき

M (x, λ) = Zn(u(x) − λ) −
n∑

j=1
a j (λ)Z j−1(u(x) − λ) (3.29)

をポテンシャル u(x)に対するスペクトル型M関数と言う．

補題 5より，M (x, λ)はポテンシャル u(x)− λに対するAppell-Lindemann方程式

d
dx
Λ(u − λ)M (x, λ)

= −1
4

M′′′(x, λ) + (u(x) − λ)M′(x, λ) +
1
2

u′(x)M (x, λ) = 0
(3.30)

の解である．そこで， f1(x, λ)， f2(x, λ)を固有値問題

(H (u) − λ) f = 0 (3.31)

の解で，ポテンシャル u(x)の正則点 x = aにおいて初期条件

*, f1(a, λ) f2(a, λ)
f ′1(a, λ) f ′2(a, λ)

+- = *,1 0
0 1

+- (3.32)

を満たすものとする．すると， f1(x, λ)， f2(x, λ)は固有値問題 (3.31)の解の基本
系なので，補題 6より， f1(x, λ)2， f1(x, λ) f2(x, λ)， f2(x, λ)2はAppell-Lindemann
方程式 (3.30)の解の基本系である．したがって，スペクトル変数 λにだけ依存す
る A(λ), B(λ), C(λ)が存在して

M (x, λ) = A(λ) f1(x, λ)2 + B(λ) f1(x, λ) f2(x, λ) + C(λ) f2(x, λ)2 (3.33)
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が成立する．そこで，A(λ), B(λ), C(λ)をM (x, λ)を用いて表す．最初に x = aと
すると，初期条件 (3.32)より

A(λ) = M (a, λ) (3.34)

が成立することが分かる．次に

M′(x, λ) = 2A f1 f ′1 + B f ′1 f2 + B f1 f ′2 + 2C f2 f ′2

であるから，x = aとすると，初期条件 (3.32)より

B(λ) = M′(a, λ)

が分かる．最後は

M′′(x, λ) = 2A f ′21 + 2A(u(x) − λ) f 2
1 + 2B(u(x) − λ) f1 f2

+ 2B f ′1 f ′2 + 2C f ′22 + 2C(u(x) − λ) f 2
2

であるから，x = aとすると，初期条件 (3.32)より

M′′(a, λ) = 2A(u(a) − λ) + 2C

である．これをCについて解いて，さらに，(3.34)を代入すると

C(λ) =
1
2

M′′(a, λ) − A(u(a) − λ)

=
1
2

M′′(a, λ) − (u(a) − λ)M (a, λ)

である．そこで，M (x, λ)が完全平方式，即ち

M (x, λ) = (α f1(x, λ) + β f2(x, λ))2

が成立すると仮定する．2次形式 (3.33)が完全平方であるためには，判別式を

∆(λ) = B(λ)2 − 4A(λ)C(λ)

と置くと，∆(λ) = 0が成立することが必要かつ十分である．∆(λ)を作用素 H (u)
のスペクトル判別式と言うことにする．

A(λ)，B(λ)，C(λ)に対する上の表示式より

∆(λ) = M′(a, λ)2 − 4M (a, λ)
(
1
2

M′′(a, λ) − (u(a) − λ)M (a, λ)
)

= M′(a, λ)2 − 2M (a, λ)M′′(a, λ) + 4(u(a) − λ)M (a, λ)2
(3.35)
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が従う．一見すると，これは aに依存する様に見えるが，両辺を aで微分するこ
とにより

d
da
∆(λ) = 2M′M′′ − 2M′M′′ − 2M M′′′ + 4u′M2 + 8(u − λ)M M′

= 8M
(
−1

4
M′′′ + (u − λ)M′ +

1
2

u′M
)
= 0

が成立するので，実際は aに依存していないことが分かる．後の引用の為に補題
としてまとめておく．

補題 10. スペクトル判別式

∆(λ) = Mx (x, λ)2 − 2M (x, λ)Mxx (x, λ) + 4(u(x) − λ)M (x, λ)2

は xに依存しない．

なお，ここで独立変数を，初期条件 (3.32)を与える aにせず，一般の xにしてあ
るのは，上の考察でも分かるように任意の点に選べるからである．
他方，この完全平方条件 ∆(λ) = 0は，初期条件 (3.32)を x = aで満たす，固有
値問題 (3.31)の解の基本系 f1(x, λ)， f2(x, λ)に関するものだが，他のどのような
基本系を選んでも同じ条件であることは，次のようにして分かる．即ち，g1(x, λ)，
g2(x, λ)を他の基本系とすると，正則行列 Sが存在して

Sg = f

が成立する．ここに

f = *, f1

f2
+- , g = *,g1

g2
+-

である．M (x, λ)を基本系 f1(x, λ)， f2(x, λ)の 2次形式で表した (3.33)を行列表記
すると

M (x, λ) = f T D f

である．ここに f T は転置行列を表し，

D =
*..,

A(λ)
B(λ)

2
B(λ)

2
C(λ)

+//-
である．

∆(λ) = −4 det D

に注意すると
M (x, λ) = (Sg)T D(Sg) = gT (ST DS)g (3.36)
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である．したがって

det ST DS = (det S)2 det D = −1
4

(det S)2
∆(λ)

で，Sは正則であるから，g1，g2の 2次形式である (3.36)の右辺が完全平方である
条件は∆(λ) = 0である。すなわち，完全平方条件∆(λ) = 0は解の基本系の選び方
にも依存しないものである．以上より次が証明できた．

定理 3. 代数幾何的ポテンシャル u(x)のスペクトル型M関数M (x, λ)に対して，固
有値問題

H (u) f (x, λ) = λ f (x, λ)

の非自明解 f (x, λ)が存在して

M (x, λ) = f (x, λ)2

となる為の必要十分条件は，λがスペクトル判別式∆(λ)の零点であることである．

補題 9の (3.27)より，a j (λ)は n − j + 1次の λの定数係数多項式である．また補
題 2の展開公式 (3.23)及び p(m)

j (λ)の定義式 (3.22)より，Z j (u − λ)は λに関して
j次の多項式であることが分かる．したがって，M (x, λ)は λに関して高々n次の
多項式である．また表示式 (3.35)より，∆(λ)は高々2n + 1次であることが分かる．
しかし，これだけでは ∆(λ) = 0の根の個数も分からないので，きちんと最高次係
数を決定して階数を知る必要がある．その為に、KdV二項係数の性質をもう少し
詳しく調べる必要がある．そこで次を示す．

補題 11. 漸化式 (3.21)で定められるKdV二項係数 α(n)
j は次の関係を満たす．

n∑
k=0

(−1)kα(k)
0 α

(n)
k = 0 (3.37)

n∑
k=1

(−1)k−1α(k−1)
0 α(n)

k = 1 (3.38)

証明. n ≥ 1とする．定義より Zn(0) = 0なので，定理 2の展開公式 (3.23)により

Zn(0) = Zn(1 − 1) =
n∑

k=0
(−1)n−kα(n)

k Zk (1) = 0

である．他方，補題 8より，k ≥ 1ならば Zk (u)は α(k)
0 ukの形の項を含み，残りの

項は全て uの導関数を含むので

Zk (1) = α(k)
0
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である．したがって
n∑

k=0
(−1)n−kα(n)

k Zk (1) = (−1)n
n∑

k=0
(−1)kα(k)

0 α
(n)
k

が成立するので (3.37)が示された．次に (3.38)を nに関する帰納法で示す．まず漸
化式 (3.21)より

α(0)
0 α

(1)
1 = 1

であるから，n = 1に対しては (3.38)は確かに成立している．そこで n − 1まで成
立したとする．即ち

n−1∑
k=1

(−1)k−1α(k−1)
0 α(n−1)

k = 1 (3.39)

を仮定する．そこで，KdV二項係数の定義 (3.21)より，1 ≤ k ≤ n − 1ならば

α(n)
k = α

(n−1)
k−1 + α

(n−1)
k

であることに注意する．さらに α(n)
n = α

(n−1)
n−1 = 1であるから

(−1)n−1α(n−1)
0 α(n)

n = (−1)n−1α(n−1)
0 α(n−1)

n−1

にも注意すると，次が分かる．
n∑

k=1
(−1)k−1α(k−1)

0 α(n)
k

=

n−1∑
k=1

(−1)k−1α(k−1)
0 (α(n−1)

k−1 + α
(n−1)
k ) + (−1)n−1α(n−1)

0 α(n)
n

=

n∑
k=1

(−1)k−1α(k−1)
0 α(n−1)

k−1 +

n−1∑
k=1

(−1)k−1α(k−1)
0 α(n−1)

k

(3.40)

上式 (3.40)の最後の式の第 1項は (3.37)より零で，第 2項は帰納法の仮定 (3.39)よ
り 1である． □

系 2. スペクトル型M関数M (x, λ)は，任意の xに対して，最高次係数が 1の λの
n次多項式，即ち，n次モニック多項式である．
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証明. スペクトル型 M関数 M (x, λ)の定義 (3.6)に対して，定理 2と補題 9を用い
て展開し，λの降冪の順に書き換える．そこで高々n次なのは上の考察で分かって
いるので λnの項だけ取り出す．すると補題 11の (3.38)より次が分かる．

M (x, λ) = Zn(u − λ) −
n∑

j=1
a j (λ)Z j−1(u − λ)

=

n∑
k=0

(−1)n−kα(n)
k Zk (u)λn−k

+

n∑
k=1
α(n+1)

k λn−k+1
k−1∑
j=0

(−1)k− j−1α(k−1)
j Z j (u)λk− j−1

+低次の項

=

n+1∑
k=1

(−1)k−1α(k−1)
0 α(n+1)

k λn +低次の項 = λn +低次の項

以上より，証明できた． □

系2より，M (x, λ)は，λのn次モニック多項式なので，表示式 (3.35)より，M′(a, λ)2

は λに関し高々2(n − 1)次であり，−2M (a, λ)M′′(a, λ)も高々2n − 1次である．ま
た u(a)M (a, λ)2は 2n次である．したがって

∆(λ) = −4λM (a, λ)2 +低次の項 = −4λ2n+1 +低次の項

となることが分かる．
ここで，スペクトル判別式 ∆(λ)とその零点について，改めて定義しておく．

定義 8. 次式で定義される 2n + 1次定数係数多項式 ∆(λ)を作用素 H (u)のスペク
トル判別式と言う．

∆(λ) = Mx (x, λ)2 − 2M (x, λ)Mxx (x, λ) + 4(u(x) − λ)M (x, λ)2 (3.41)

また，
Γ (H (u)) = {λ | ∆(λ) = 0} (3.42)

を H (u)の Γ-スペクトルと呼ぶ．

上の考察より，Γ (H (u))は重根の場合は，重複度も込めて数えると丁度 2n+1個
の要素を持つことが分かる．過去の多くの Schrödinger作用素のスペクトル理論の
具体的結果と比較すると，これは急減少ポテンシャルの場合には二乗可積分空間
L2(R)の作用素としての離散スペクトルに相当し，周期ポテンシャルの場合には，
単純周期スペクトルに相当することが分かる．以上を定理としてまとめておく．
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定理 4. u(x)を n次代数幾何的ポテンシャルとする．M (x, λ)を u(x)のスペクトル
型 M関数とする．そのとき

λ0 ∈ Γ (H (u))

ならば
f (x) =

√
M (x, λ0) (3.43)

は，固有値問題
(H (u) − λ0) f = 0

の非自明解である．

この定理により，3階のAppell-Lindemann方程式の解から，本来の 2階の 1次元
Schrödinger方程式の解，並びにスペクトルの構成できた．このことにより，3.2節
の最後に述べた目標が達成できた事になる．次節では，正体がよくわからない代
数幾何的ポテンシャルについて，スペクトル M関数や固有関数導出の公式 (3.43)
を使って，1次の場合について考察を行う．

3.5 1次代数幾何的ポテンシャル
補題 4より 0次代数幾何的ポテンシャルは定数である．では，その次の 1次代数
幾何的ポテンシャルがどのような特徴をもつか，スペクトル M関数や固有関数導
出の公式 (3.43)を利用して具体的な構成を行う．

u(x)を 1次代数幾何的ポテンシャルとすると

Z2(u) = c1Z1(u) + c0Z0(u) (3.44)

となる定数（特性係数）c0，c1が存在する．ここに，式 (2.25)より

Z0(u) = 1, Z1 =
1
2

u, Z2(u) = −1
8

u′′ +
3
8

u2

である．すると，1次代数幾何的ポテンシャルは，2階非線形常微分方程式

−1
8

u′′ +
3
8

u2 =
1
2

c1u + c0 (3.45)

を満たす事が分かる．この方程式 (3.45)の両辺に導関数 u′をかけると

−1
8

u′u′′ +
3
8

u2u′ =
1
2

c1uu′ + c0u′

となるが，これは直ちに積分できて，さらに両辺に 16を乗じて整理すると

u′2 = 2u3 − 4c1u2 − 16c0u + k (3.46)
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という変数分離形に帰着できる．ここに kは任意定数である．方程式 (3.46)は，楕
円関数の方程式に他ならない．
基本関係式 (3.44)から，

Z2(u − λ) = a1(λ)Z1(u − λ) + a0(λ)Z0(u − λ)

となる u − λの特性係数 a0(λ)，a1(λ)を補題 9を用いて計算すると次を得る．

a0(λ) = −α(2)
0 λ

2 + α(1)
0 c1λ + α

(0)
0 c0

a1(λ) = −α(2)
1 λ + α

(1)
1

ここで漸化式 (3.21)より次が分かる．

α(2)
0 =

4!
24(2!)2 =

3
8
, α(1)

0 =
2!

22(1!)2 =
1
2
, α(0)

0 = 1

α(2)
1 = α

(1)
0 + α

(1)
1 =

3
2
, α(1)

1 = 1

したがって，次が得られた．

a0(λ) = −3
8
λ2 +

1
2

c1λ + c0

a1(λ) = −3
2
λ + c1

以上の計算より，スペクトル型 M関数 M (x, λ)を計算する．

M (x, λ) = Z1(u − λ) − a1(λ)Z0(u − λ)

=
1
2

(u − λ) − (−3
2
λ + c1)

=
1
2

u + λ − c1

(3.47)

これをスペクトル判別式 ∆(λ)の定義式 (3.6)に代入すると

Mx =
1
2

u′, Mxx =
1
2

u′′

であるから，次が分かる．

∆(λ) = M2
x − 2M Mxx + 4(u − λ)M2

=
1
2

u′2 −
(
1
2

u + λ − c1

)
u′′ + 4(u − λ)

(
1
2

u + λ − c1

)2

= −4λ3 + 8c1λ
2

+ (−u′′ + 3u2 − 4c1u − 4c2
1)λ

−
(
1
2

u − c1

)
u′′ +

1
4

u′2 + u3 − 4c1u2 + 4c2
1u
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この式を，(3.45)と (3.46)を利用して uと uの高階導関数を消去すると

∆(λ) = −4λ3 + 8c1λ
2 + (8c0 − 4c2

1)λ +
1
4

k − 8c0c1 (3.48)

が得られる．これは，結果的に定数係数多項式になっているが，実は，補題 10で
既に一般的に証明したことである．
次に，定数 c0，c1，k を場合に分けて計算し，特徴的な 1次代数幾何的ポテン
シャルを構成する．さらに Γスペクトル，及び，対応する固有関数の構成を行う．

I．c1 = c2 = 0，k = 0のとき：
この場合，方程式 (3.46)は

u′2 = 2u3

になるので
1
√

2

∫
u−

3
2 du = −

√
2u−

1
2 = x + c

であるから，uについて解くと

u(x) =
2

(x + c)2 (3.49)

である．
次に，スペクトルについて，スペクトル型 M関数は

M (x, λ) =
1
2

u(x) + λ =
1

(x + c)2 + λ

である．ここに cは任意定数である．他方，スペクトル判別式は (3.48)より，c0 =

c1 = k = 0とすると
∆(λ) = −4λ3

となるので Γ-スペクトルは
Γ (H (u)) = {0}

である．したがって，固有値 λ = 0に対する固有関数は

f (x, 0) =
√

M (x, 0) =
1

x + c

である．まずは，有理関数型が得られた．次にもう少し複雑な例を扱う．

II．c1 = −1，c2 = 0，k = 0のとき：
この場合，方程式 (3.46)は

u′2 = 2u3 + 4u2
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になるので
du
dx
= ±
√

2u
√

u + 2

である．したがって ∫
du

u
√

u + 2
= ±
√

2(x + c)

である．ここに cは任意定数である．左辺は，s =
√

u + 2と変数変換すると 2sds =
duで

左辺 = 2
∫

ds
s2 − 2

=
1
√

2
log

������ s −
√

2
s +
√

2

������
となる．したがって ������ s −

√
2

s +
√

2

������ = e±2(x+c)

が成立する．
s −
√

2
s +
√

2
= e±2(x+c)

ならば
s =
√

2
1 + e±2(x+c)

1 − e±2(x+c) (3.50)

であるから，ポテンシャル uは

u(x) = s(x)2 − 2 =
8

(ex+c − e−(x+c))2 (3.51)

となる．このポテンシャル (3.51)は，x = −cで s = s(x)は不連続で有界ではない．
I.の場合のポテンシャル (3.49)も x = −cに特異点が存在する．しかし，この場合
は，ソリトン理論（KdV方程式の進行波解）の観点から，こちらを考えずに次の
場合を主として考えることにする．即ち

s −
√

2
s +
√

2
= −e±2(x+c)

ならば
s =
√

2
1 − e±2(x+c)

1 + e±2(x+c)

であるから，簡単な計算で

u(x) = s2 − 2 = − 8
(ex+c + e−(x+c))2 = −2sech2(x + c) (3.52)

が分かる．
これは，KdVソリトンに相当するポテンシャルである．これらの事については
大宮 [1, 100～103頁]に詳しく記載されている．
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他方，スペクトル判別式は (3.48)より

∆(λ) = −4λ3 − 8λ2 − 4λ = −4λ(λ + 1)2 (3.53)

であるから
Γ (H (u)) = {0,−1}

である．また，スペクトル型 M関数は (3.47)より

M (x, λ) =
1
2

u(x) + λ + 1 = −sech2(x + c) + λ + 1

である．したがって，この固有値 λ = −1に対応する固有関数は

f (x,−1) = i sech (x + c) (3.54)

である．他方，固有値 λ = 0に対する固有関数は

f (x, 0) =
√
−sech2(x + c) + 1

である．これで，双曲線関数型が得られた．ここで，注意すべきなのは，固有関数
f (x,−1)は二乗可積分であり，固有関数 f (x, 0)はそうではない事である．これは，
λ = −1は離散スペクトルであり，λ = 0は，固有関数が有界に留まるだけなので，
連続スペクトルに属することに起因している．では，さらに複雑な場合を扱う．

III．c0 =
1
8
g2，c1 = 0，k = −4g3（ただし g3

2
− 27g2

3
, 0）のとき：

ここに条件に現れる g2は任意定数で，また，積分定数 kの替わりに，伝統に従っ
て 4g3と表すことにする．すると

u′2 = 2u3 − 2g2u − 4g3 (3.55)

である．u = 2pと置くと pは変数分離系の方程式

p′2 = 4p3 − g2p − g3 (3.56)

を満たす．これは
dp
dx
= ±

√
4p3 − g2p − g3

と書けば変数分離系で ∫
dp√

4p3 − g2p − g3
= x + c

と積分できるが，この左辺は楕円積分と呼ばれるもので，場合 Iや場合 IIと異な
り，指数関数や三角関数等の初等関数で表すことができない．
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(3.56)は，Weierstrassの楕円関数 ℘(x + c, L)の満たす方程式（Weierstrassの標準
形）なので，

u(x) = 2℘(x + c, L)

であることが分かる．ここに Lは，以下で定義される格子である．即ち，ω1，ω2

を実数体 R上１次独立な複素数として，Zを整数全体の集合とするとき

L = {mω1 + nω2 |m, n ∈ Z }

である．格子 Lに関するWeierstrassの楕円関数 ℘(x, L)は級数

℘(x, L) =
1
x2 +

∑
l∈L\{0}

(
1

(x − l)2 −
1
l2

)
で定義される関数である．
スペクトル判別式は (3.48)より

∆(λ) = −4λ3 + g2λ − g3

である．なお，楕円関数に関する条件

g3
2 − 27g2

3 , 0

より，方程式 ∆(λ) = 0は重解を持たない．即ち

∆(λ) = −4(λ − e1)(λ − e2)(λ − e3)

として
Γ (H (u)) = {e1, e2, e3}

とすると e1，e2，e3は互いに相異なる数で，関係式

e1e2e3 = −
g3

4
, e1e2 + e2e3 + e3e1 = −

g2

4
, e1 + e2 + e3 = 0 (3.57)

が成立する．またスペクトル型 M関数は (3.47)より

M (x, λ) =
1
2

u(x) + λ = ℘(x + c, L) + λ (3.58)

である．したがって，これらの固有値 λ = e j， j = 1, 2, 3に対応する固有関数は

f (x, e j ) =
√
℘(x + c, L) + e j, j = 1, 2, 3

である．いちおう，形式的ではあるが，楕円関数型が得られた．
この場合 IIIは，場合 Iや場合 IIと違って計算を行って導出したのではなく，既
知の事実にあわせるべく係数を調節しただけである．結果的には，1次代数幾何的
ポテンシャルとしては代表的な下記の 3つのものが挙げることができた．
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(i) 有理ポテンシャル：
u(x) =

2
(x + c)2

(ii) 双曲ポテンシャル：
u(x) = −2sech2(x + c)

(iii) 楕円ポテンシャル：
u(x) = 2℘(x + c, ω1, ω2)

有理ポテンシャルは，確定特異点型，あるいは Fuchs型方程式の最も簡単なも
のである．また，双曲ポテンシャルは，急減少型ポテンシャルの最も簡単な例で
ある．そして，最後の楕円ポテンシャルは，Lamé方程式の最も簡単な例になって
いる．

3.6 まとめ
この章の結果をまとめておく．u(x)が n次代数幾何的ポテンシャルとして基本
関係式

Zn+1(u) =
n∑

j=0
c j Z j (u)

が成立しているとき，u(x)に対応する M関数

M (x) = Zn(u(x)) −
n∑

j=1
c j Z j−1(u(x))

を定義する．M関数は，1次元 Schrödinger作用素

H (u) = − d2

dx2 + u(x)

のポテンシャル u(x)に対するAppell-Lindemann方程式

L(u)M (x) = −1
4

d3

dx3 M (x) + u(x)
d
dx

M (x) +
1
2

u′(x)M (x) = 0

の解である．この事実より，展開公式により M 関数を拡張したスペクトル型 M
関数

M (x, λ) = Zn(u(x) − λ) −
n∑

j=1
a j (λ)Z j−1(u(x) − λ)

を利用して，1次元 Schrödinger方程式

− d2

dx2 f (x, λ) + u(x) f (x, λ) = λ f (x, λ)
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の固有値とそれに対応する固有関数を代数的に構成した．
固有値は，スペクトル判別式

∆(λ) = Mx (x, λ)2 − 2M (x, λ)Mxx (x, λ) + 4(u(x) − λ)M (x, λ)2 = 0

を満たす λの値であり，λ = λ0がスペクトル判別式を満たすとき，対応する固有
関数は，

f (x) =
√

M (x, λ0)

で求められる．
この章の最後では，スペクトル判別式や，固有関数導出の公式を利用して，1次
代数幾何的ポテンシャルについて言及を行った．結論として，1次代数幾何的ポテ
ンシャルとして，有理ポテンシャル，双曲ポテンシャル，楕円ポテンシャルとい
う 3種類のものの導出を行った．
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第4章 定常KdV方程式の第一積分

4.1 はじめに
この章では，n次定常KdV方程式を解くことを考える．ここで言う微分方程式
を解くとは，方程式を加減乗除の四則演算，微分演算，不定積分演算，逆関数演
算，代数方程式を解く演算，これら全ての演算を「有限回」繰り返すで方程式を
変形し，変数分離形にして，解を不定積分で表すことをさすことにする．

4.2 自励系の第一積分
次の 1階自励系

dy
dx
= f (y) (4.1)

を考える．これは，変数分離形なので直ちに∫
dy

f (y)
=

∫
dx = x + c (4.2)

と積分できる．このとき，この (4.2)の左辺が既知関数で書き表せるかについては，
この左辺の不定積分をいろいろ調べて，大域的性質も含め分かるものとする．そ
して，新たな特殊関数として認知されるならば，∫

dy
f (y)

= G(y)

として、これはその逆関数G−1(x)を使って，yは xの関数として

y = G−1(x)

と言う風に書き表され，これで微分方程式 (4.1)は解けたことになる．
しかし，この様な 1階自励系では余りにも単純すぎるので，もう少し複雑な自
由度 1のHamilton系を考える．それは次のような連立微分方程式系である．

dq
dt
=
∂H (q, p)
∂p

dp
dt
= −∂H (q, p)

∂q

(4.3)
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ここにH (q, p)は q，pに関して連続偏微分可能な関数である．この方程式は，右辺
に変数 tを含んでいないので，自励系である．この方程式は 2階の方程式で，方程
式 (4.1)のように，1階自励系ではないので，すぐには積分できないが次のように
して 1階自励系に変換できる．まず，q = q(t)，p = p(t)を (4.3)の解として，それ
らを H (q, p)に代入して tの関数を作り，それを tで微分する．そこで，上の (4.3)
に注意して書き直すと次が分かる．

d
dt

H (q(t), p(t))

=
∂H (q(t), p(t))

∂q
dq(t)

dt
+
∂H (q(t), p(t))

∂p
dp(t)

dt

=
∂H (q(t), p(t))

∂q
∂H (q(t), p(t))

∂p
− ∂H (q(t), p(t))

∂p
∂H (q(t), p(t))

∂q

= 0

即ち，H (q, p)は，解 q(t)，p(t)を代入すると定数 Eになることを表している．こ
れは言い換えると、Iを解の存在区間として，解曲線を

C = {(q(t), p(t)) | t ∈ I}

とするとそれは曲線
LE = {(q, p) | H (q, p) = E}

に含まれる事を意味する．即ち，局所的には pは qの関数になっている．したがっ
て，それを

p = f (q) (4.4)

とする．すると
F (q, p) =

∂H (q, p)
∂p

と置くと方程式 (4.3)の最初の方程式は

dq
dt
= F (q, f (q))

となり，これは 1階自励系なので，方程式 (4.1)と同様の方法で解くことで解 q(t)
が得られる．もうひとつの解 p(t)は，この q(t)を (4.4)に代入して得られる．即ち，
自由度 1のHamilton系は，Hamilton関数を利用して，一つ変数を減らして実質的
に 1階自励系に変換することができる．これは，微分方程式を解くことの意味を
示唆する重要な事実である．

Hamilton系のHamilton関数のように関数を代入すると定数になる関数を，その
微分方程式（系）の第一積分と言う．ここで，第一積分について定義しておく．
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定義 9. n階自励系

dx j

dt
= f j (x1, x2, · · · , xn), j = 1, 2, · · · , n (4.5)

の解 x1(t)、x2(t)、· · ·、xn(t)に対して、n変数の関数 I (x1, x2, · · · , xn)が

I (x1(t), x2(t), · · · , xn(t)) =定数

となるとき，関数 I (x1, x2, · · · , xn)を系 (4.5)の第一積分と言う．

この第一積分によって，n階の方程式が n−1階の方程式に階数を低下する事がで
きる．さらに，第一積分が沢山あれば、階数をもっと下げることができる．実際には
未知数の数 nより 1個少ない n− 1個の関数的に独立な第一積分 I j (x1, x2, · · · , xn)、
j = 1，2，· · ·，n − 1 があれば，n階の連立方程式 (4.5) は 1階自励系に変換でき
る．なお、関数的に独立とは n − 1個の横ベクトル

∇I1,∇I2, · · · ,∇In−1

が恒等的には 1次従属にならない事を言う．
次に，Hamilton系の場合について考える．Hamilton系の場合は，2階の方程式
であっても Hamilton関数 H (x, y)を 1個の第一積分と見なすと，それだけで求積
できた．この事は，もっと未知関数の多い場合に一般化できる．即ち，次の 2n個
の未知関数 q1，q2，· · ·，qn，p1，p2，· · ·，pnに対する次のHamilton系を考える．

dqj

dt
=
∂H (q, p)
∂p j

, j = 1, 2 · · · , n

dp j

dt
= −∂H (q, p)

∂qj

(4.6)

q = (q1, q2, · · · , qn), p = (p1, p2, · · · , pn)

である．この場合も同様に

q(t) = (q1(t), q2(t), · · · , qn(t)), p(t) = (p1(t), p2(t), · · · , pn(t))

を (4.6)の解として，それをHamilton関数に代入した H (q(t), p(t))を tで微分する
と次が分かる．

d
dt

H (q(t), p(t)) =
n∑

j=1

(
∂H
∂qj

dqj

dt
+
∂H
∂p j

dp j

dt

)

=

n∑
j=1

(
∂H
∂qj

∂H
∂p j
− ∂H
∂p j

∂H
∂qj

)
= 0
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即ち，一般の次元（自由度）でも，Hamilton関数に解を代入したものは定数にな
ることが分かるので，Hamilton関数 H (q, p)は第一積分である．そこで

I0(q, p) = H (q, p)

と置き，さらに，それ以外に n− 1個の第一積分 I1(q, p)，· · ·，In−1(q, p)が存在す
るならば次が成立する．

定理 5. 任意の 0 ≤ i, j ≤ n − 1に対して，

{Ii, I j } =
n−1∑
k=0

(
∂Ii

∂qk

∂I j

∂pk
− ∂Ii

∂pk

∂I j

∂qk

)
= 0 (4.7)

が成立し，それらが関数的に独立であるならば，Hamilton系 (4.6)は求積可能で
ある．

関係式 (4.7)はPoissonの括弧と呼ばれる解析力学で重要な役割を担う量である．全
てのPoissonの括弧が0になるとき，その第一積分の集まりは包合的（in involution）
であると言う．
この定理は一般に Liouvilleの定理と呼ばれる．この定理そのものは，原理的な
解の構成アルゴリズムの存在を保障するだけである．したがって，この定理は，
Liouvilleの意味における可積分性の定義と捉えることにする．そこで，次の定義
を与えておく．

定義 10. 自由度 nのHamilton系は，自由度と同数の n個の包合的な第一積分が存
在するとき，Liouvilleの意味で完全積分可能であるという．

力学系が与えられたとき，その第一積分を調べるのは，重要な問題であるが，第
一積分を構成するのは，非常に難しい問題である事も知られている．しかし，n次
定常KdV方程式

d
dx

*.,Zn+1(u) −
n∑

j=1
c j Z j (u)+/- = 0, (c j, j = 1, 2, · · · , n :定数) (4.8)

は，非常に簡明な方法で第一積分が構成でき，かつ包合性も簡単に証明すること
ができる．そこで，次節より，n次定常KdV方程式 (4.8)の第一積分の構成を行う．
仮に，n次定常KdV方程式がHamilton形式で表現できるならば、求める第一積分
は半分で済む．ここでは，n次定常 KdV方程式 (4.8)の Hamilton形式を実際に求
めることは省略するが，Hamilton形式での表現結果により，自由度が n+ 1になる
ことを利用することにする．したがって，Liouvilleの意味で完全積分可能である
ことを言うには、包合的な n + 1個の第一積分を構成すればよいことになる．

51



4.3 一般化M関数
u(x)を未知関数とする n次定常KdV方程式を

d
dx

*.,Zn+1(u) −
n∑

j=1
c j Z j (u)+/- = 0 (4.9)

とする．そこで v(x)を任意の有理形関数，λをスペクトル変数として，v(x)に関
する (3.29)式を一般化して M関数を

M̃ (x, λ; v) = Zn(v(x)) +
n−1∑
j=0

p j (λ)Z j (v(x)) (4.10)

で定義する．ここに p j (λ)， j = 1, 2, · · · , nは

p j (λ) =


λn− j −

n∑
k= j+1

ckλ
k− j−1, j = 0, 1, · · · , n − 1

1, j = n

(4.11)

で定義されたスペクトル変数 λの多項式である．また，この定義式 (4.11)に使わ
れている定数 c j， j = 1, 2, · · · , nは、n次定常KdV方程式 (4.9)の係数である．
この v(x)に関する一般化 M 関数は，もし v(x)が n次定常 KdV方程式 (4.9)の
解で

dim V (u) = n + 1

ならば，スペクトル型M関数である．しかし，ここでは，v(x)はあくまでも任意の
有理型関数に対して考えたものなので，スペクトル型M関数ではない．この v(x)
に関する一般化 M関数については，次が成立する．

補題 12. 関数 v(x)の微分多項式Mk (v(x))，k = 0, 1, 2, · · · , n + 1を次で定義する．

Mk (v(x)) =


Zn−k+1(v(x)) −

n∑
j=k

c j Z j−k (v(x)), k = 0, 1, 2, · · · , n

Z0(v(x)) = 1, k = n + 1
(4.12)

すると

M̃ (x, λ; v) =
n+1∑
k=1

Mk (v(x))λk−1 (4.13)

が成立する．さらに
d
dx
Λ(v)Mk (v(x)) =

d
dx

Mk−1(v(x)), k = 1, 2, · · · , n + 1 (4.14)

が成立する．
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証明. 最初に (4.13)を示す．そのためには，式 (4.10)に (4.11)を代入して，λに関
して整理すれば良い．実際，定義 (4.11)と上の定義式 (4.12)に注意すると次が分
かる．

M̃ (x, λ; v) = Zn(v) +
n−1∑
j=0

*.,λn− j −
n∑

k= j+1
ckλ

k− j−1+/- Z j (v)

= Zn(v) +
n−1∑
j=0

Z j (v)λn− j −
n−1∑
j=0

n∑
k= j+1

ck Z j (v)λk− j−1

= Zn(v) +
n+1∑
k=2

Zn−k+1(v)λk−1 −
n∑

k=1

k−1∑
j=0

ck Z j (v)λk− j−1

= Zn(v) +
n+1∑
k=2

Zn−k+1(v)λk−1 −
n∑

j=1

j∑
l=1

c j Z j−l (v)λl−1

= Zn(v) +
n+1∑
k=2

Zn−k+1(v)λk−1 −
n∑

l=1

*.,
n∑

j=l

c j Z j−l (v)+/- λl−1

= Zn(v) −
n∑

j=1
c j Z j−1(v) + λn +

n∑
k=2

Zn−k+1(v)λk−1

+

n∑
k=2

*.,
n∑

j=k

c j Z j−k (v)+/- λk−1

= λn +

n∑
k=2

Mk (v)λk−1 + M1(v)

したがって，(4.13)は証明できた．他方，

Λ(v)Z j (v) = Z j+1(v)

に注意すると

d
dx
Λ(v)Mk (v) =

d
dx

*.,Zn−k+2(v) −
n∑

j=k

c j Z j−k+1(v)+/-
=

d
dx

(Mk−1(v) + ck−1)

=
d
dx

Mk−1(v)

であるから，(4.14)も示された． □

以上の準備の下，第一積分の構成を行う．
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4.4 n次定常KdV方程式の第一積分の生成
第一積分の構成に必要な多項式を，次に定義する．
定義 11. 有理型関数 v(x)と n次定常KdV方程式 (4.9)に対して定まる関数 ∆̃(x, λ; v)
を

∆̃(x, λ; v) = M̃x (x, λ; v)2 − 2M̃ (x, λ; v)M̃xx (x, λ; v) + 4(v(x) − λ)M̃ (x, λ; v)2 (4.15)

で定義し，積分生成多項式と呼ぶ．

積分生成多項式の定義式 (4.15)は，第 3.3節の定義 8のスペクトル判別式∆(λ; u)
の定義式 (3.6)と全く同じ形をしている．これは，第 3.3節の補題 10においてスペ
クトル判別式∆(λ; u)が xに依存しないことを示した．∆(λ; u)はスペクトル変数 λ
の多項式で，その係数は u(x)の微分多項式である．そのことは，その n次代数幾
何的ポテンシャル u(x)を一般の未知関数 v(x)に置き換えれば，それらの係数であ
る微分多項式が，考えている n次定常KdV方程式の第一積分になるということを
表している．
実際，次のことが分かる．
補題 13. 任意の有理型関数 v(x)に対して，等式

d
dx
∆̃(x, λ; v) = 8M̃ (x, λ; v)

d
dx

M0(v(x)) (4.16)

が成立する．
証明. 直接計算により，次が分かる．

d
dx
∆̃ = 2M̃x M̃xx − 2M̃x M̃xx − 2M̃ M̃xxx + 4v′M̃2 + 8(v − λ)M̃ M̃x

= 8M̃
(
−1

4
M̃xxx + (v − λ)M̃x +

1
2
v′M̃

)
= 8M̃

(
d
dx
Λ(v)M̃ − λM̃x

) (4.17)

他方，上の補題 12の式 (4.13)と (4.14)に注意すると，次が分かる．

d
dx
Λ(v)M̃ =

d
dx
Λ(v) *.,

n+1∑
j=1

Mjλ
j−1+/-

=

n∑
j=0

M′jλ
j

= M′0 + λ
d
dx

*.,
n+1∑
j=1

Mjλ
j−1+/-

= M′0 + λM̃x

(4.18)

したがって，(4.18)を (4.17)に代入すると等式 (4.16)が得られる． □
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この補題から直ちに次が分かる．

系 3. 関数 v(x)が n次定常KdV方程式 (4.9)の解ならば，積分生成多項式 ∆̃(x, λ; v)
は xに依存しない．

証明. 等式 (4.16)において，定義 (4.12)に注意しながら右辺のM′0を詳しく書くと，
c0Z0(v(x))は定数だから

d
dx

M0(v(x)) =
d
dx

*.,Zn+1(v(x)) −
n∑

j=0
c j Z j (v(x))+/-

=
d
dx

*.,Zn+1(v(x)) −
n∑

j=1
c j Z j (v(x))+/- = 0

である． □

補題 12より，M̃ (x, λ; v)は λの n次モニック多項式で，n−1次以下の係数は v(x)
の微分多項式である．したがって，定義式 (4.15)より積分生成多項式は最高次が
−4の 2n + 1次の λの多項式で，2n次以下の係数は v(x)の微分多項式である．す
なわち，表示式

∆̃(x, λ; v) = −4λ2n+1 +

2n∑
j=0

I j (v(x))λ j (4.19)

が成立する．ここに I j (v(x))， j = 0, 1, · · · , 2nは v(x)の微分多項式である．した
がって，上の系 3より次を証明した事になる．

定理 6. 積分生成多項式 ∆̃(x, λ; v)の係数 I j (v(x))， j = 0, 1, · · · , 2nは v(x)の微分
多項式で，n次定常KdV方程式 (4.9)の第一積分である．

この定理で，第一積分は構成できた．ここで，求められた第一積分は，2n+ 1個
である．しかし，4.2節の最後で述べたHamilton表示より自由度は n + 1であるか
ら，必要な第一積分は n + 1個である．したがって，2n + 1個の第一積分のなかに
は，意味の無いもの，即ち，関数的に独立でないものや自明なもの，即ち，無条
件に定数であるものも含まれている可能性がある．次にそれを明らかにする．

補題 13の等式 (4.16)に，補題 12の (4.13)式を代入すると

d
dx
∆̃(x, λ; v) = 8M̃ (x, λ; v)

d
dx

M0(v(x))

= 8 *,
n+1∑
k=1

Mk (v(x))λk−1+- d
dx

M0(v(x))
(4.20)
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であるから，これは n次の多項式である．そこで積分生成多項式 ∆̃(x, λ; v)を次の
ように分解する．

∆̃I (x, λ; v) = −4λ2n+1 +

2n∑
j=n+1

I j (v(x))λ j

∆̃I I (x, λ; v) =
n∑

j=0
I j (v(x))λ j

(4.21)

すると上のことより，

d
dx
∆̃I (x, λ; v) = 0

d
dx
∆̃I I (x, λ; v) =

n∑
j=0

I′j (v(x))λ j = 8M̃ (x, λ; v)
d
dx

M0(v(x))
(4.22)

が分かる．即ち，積分生成多項式 ∆̃(x, λ; v)は 2n+1次多項式だが，その最高次から
n+ 1次までの係数は無条件に定数である．それに対して，n次の係数は 8M0(v(x))
である．したがって

In(v(x)) = 8M0(v(x)) = 8 *.,Zn+1(v(x)) −
n∑

j=0
c j Z j (v(x))+/- (4.23)

である．また，n − 1次以下は (4.20)と (4.22)より

d
dx

I j (v(x)) = 8Mj+1(v(x))
d
dx

M0(v(x)), j = 0, 1, 2, · · · , n − 1 (4.24)

であるから両辺積分して I j (v(x))について解いておくと

I j (v(x)) = 8
∫

Mj+1(v(x))
d
dx

M0(v(x))dx, j = 0, 1, 2, · · · , n − 1 (4.25)

が分かる．I j (v(x))が v(x)の微分多項式である事は積分生成多項式の定義 (4.15)
よりほぼ明らかだが，それらの関数的独立性や包合性を調べるにはもう少し詳し
い事を調べておく必要がある．そのために次の補題を示す．

補題 14. Mj (v(x))を補題 12の (4.12)で定義される v(x)の微分多項式とする．す
ると任意の i, j = 0, 1, · · · , n + 1に対して

Mi (v(x))
d
dx

Mj (v(x)) =
d
dx

Pi j (v(x)) (4.26)

が成立するような微分多項式 Pi j (v(x))が存在する．
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証明. まず i = jならば，明らかに

Mi (v)M′i (v) =
1
2

(
Mi (v)2

)′
が成立するから，Cを任意定数として

Pii (v) =
1
2

Mi (v)2 + C (4.27)

である．また補題 4.12の (4.14)に注意すると，次が分かる．∫
Mi (v)M′i−1(v)dx =

∫
Mi (v)(ΛMi (v))′dx

=

∫
Mi (v)

(
1
2
v′Mi (v) + vM′i (v) − 1

4
M′′′i (v)

)
dx

=
1
2
vMi (v)2 − 1

2

∫
2vMi (v)M′i (v)dx +

∫
vMi (v)M′i (v)dx

− 1
4

Mi (v)M′′i (v) +
1
4

∫
M′i (v)M′′i (v)dx

=
1
2
vMi (v)2 − 1

4
Mi (v)M′′i (v) +

1
8

M′i (v)2 + C

すなわち

Mi (v)M′i−1(v) =
(
1
2
vMi (v)2 − 1

4
Mi (v)M′′i (v) +

1
8

M′i (v)2 + C
)′

であるから

Pii−1(v) =
1
2
vMi (v)2 − 1

4
Mi (v)M′′i (v) +

1
8

M′i (v)2 + C (4.28)

である．次に，再び補題 4.12の (4.14)に注意すると，次が分かる．

Mi−1(v)M′j+1(v)

= (Mi−1(v)Mj+1(v))′ − M′i−1Mj+1(v)

= (Mi−1(v)Mj+1(v))′ − (ΛMi (v))′Mj+1

= (Mi−1(v)Mj+1(v))′ −
(
1
2
v′Mi (v) + vM′i (v) − 1

4
M′′′i

)
Mj+1(v)
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他方，Leibnizの法則にしたがい計算すると，次が分かる．(
Mi−1(v)Mj+1(v) +

1
4

M′′i (v)Mj+1(v)

−1
4

M′i (v)M′j+1(v) +
1
4

Mi (v)M′′j+1(v) − vMi (v)Mj+1

)′
+ Mi (v)

(
1
2
v′Mj+1(v) + vM′j+1(v) − 1

4
M′′′j+1(v)

)
= (Mi−1(v)Mj+1(v))′

−
(
1
2
v′Mi (v) + vM′i (v) − 1

4
M′′′i (v)

)
Mj+1(v)

= (Mi−1(v)Mj+1(v))′ − (ΛMi (v))′Mj+1(v)

= (Mi−1(v)Mj+1(v))′ − M′i−1(v)Mj+1(v)

= Mi−1(v)M′j+1(v)

(4.29)

この式変形は，何故この様な式を思いついたかまで考えると少し無理がある．し
かし，この種類の問題では，結構良く知られたものである．例えば [13, p.168]を
参照されたい．
この (4.29)の最初の式の最後の項については、次が成立する事が分かる．

Mi (v)
(
1
2
v′Mj+1(v) + vM′j+1(v) − 1

4
M′′′j+1(v)

)
= Mi (v)(ΛMl+1(v))′

= Mi (v)M′j (v)
(4.30)

したがって，式 (4.29)と (4.30)をまとめると，次が分かる．

Mi−1(v)M′j+1(v)

=

(
Mi−1(v)Mj+1(v) +

1
4

M′′i (v)Mj+1(v) − 1
4

M′i (v)M′j+1(v)

+
1
4

Mi (v)M′′j+1(v) − vMi (v)Mj+1(v)
)′
+ Mi (v)M′j (v)

(4.31)

即ち，
Mi−1(v)M′j+1(v) = P′i−1 j+1(v) (4.32)

となる微分多項式 Pi−1 j+1(v)が存在するならば

Pi j (v) = Pi−1 j+1(v) − Mi−1(v)Mj+1(v) − 1
4

M′′i (v)Mj+1(v)

　 + 1
4

M′i (v)M′j+1(v) − 1
4

Mi (v)M′′j+1(v) + vMi (v)Mj+1(v)
(4.33)

と置くと，
P′i j (v) = Mi (v)M′j (v) (4.34)
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が成立することが分かる．上の推論を見ると，(4.34)が成立するならば，(4.32)が
成立することも分かる．即ち，Mi (v)M′j (v)において，i + jを一定に保てば，上の
ような変形が，微分多項式の範囲内で自在にできることが示された．したがって，
i+ j = 2kならば，上の操作を繰り返して (4.27)に注意すると，(4.26)が成立する微
分多項式 P′i j (v)が存在することが分かる．同様に，i + j = 2k − 1の場合は，(4.28)
に注意すれば良い． □

次に，I j (v)，j = 0, 1, 2, · · · , nが関数的に独立な第一積分であることを示す．表
示式 (4.25)において部分積分を実行する．補題 12の定義式 (4.12)より，微分多項
式Mj+1(v)M′0(v)の最高階導関数の項は，k次導関数を v (k) (x)で表すと，αを零で
ない定数として，αv (2n) (x)v (2n−2 j−2) (x)である．∫

αv (2n) (x)v (2n−2 j−2) (x)dx

= α

(
v (2n−1) (x)v (2n−2 j−2) (x) −

∫
v (2n−1) (x)v (2n−2 j−1) (x)dx

)
この式と上の (4.31)を見ると，微分多項式 I j (v)の最高次導関数は v (2n−1) (x)で，そ
れを含む項は αv (2n−1) (x)v (2n−2 j−2) (x)のみであることが分かる．独立変数を

v j = v ( j) (x), j = 0, 1, 2, · · · , 2n − 1

と置くと，第一積分 I j (v)は変数 v j， j = 0, 1, 2, · · · , 2n − 1の多項式である．した
がって，I j (v)は項 αv2n−1v2n−2 j−2を含むので，明らかに関数的に独立である．よっ
て，次が示された．

補題 15. 第一積分 I j (v)， j = 0, 1, 2, · · · , nは関数的に独立である．

構成した第一積分が包合系であることを示すには，さらに Poisson括弧が消える
ことを示さなければならない．しかし，現時点で，古典代数解析的手法による直
接的な計算による一般的な証明は，どの変数を選んでも，ただただ煩雑になるだ
けで推薦できるほどには洗練されていない．関数的独立性の証明までは，かなり
すっきりした方法になっている様に思えるが，Poisson括弧の計算に関しては，何
等かの工夫が必要と思われる．一般的な方法としては，Dickey[13, 170～178頁]に
詳しく解説されているベクトル場のつくる Lie環の方法がある．そこで，Poisson
括弧の消えることの証明は，上掲のDickeyの方法に譲ることにする．以上のこと
を定理としてまとめておく．

定理 7. 代数方程式

Ω(λ) = λn+1 −
n∑

j=0
c jλ

j = 0
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は重根を持たないとする．補題 12の (4.12)式で定義される微分多項式Mj (u)，j =
0, 1, 2, · · · , nに対して

I j (u(x)) =


8M0(u(x)), j = n

8
∫

Mj+1(u(x))
d
dx

M0(u(x))dx, j = 0, 1, 2, · · · , n − 1

と置くと，I j (u)， j = 0, 1, 2, · · · , nは n次定常KdV方程式

d
dx

*.,Zn+1(u) −
n∑

j=0
c j Z j (u)+/- = 0

の包合的な第一積分である．即ち，この n次定常KdV方程式はLiouvilleの意味で
完全積分可能である．また、n次定常KdV方程式は自由度 n+ 1のハミルトン系に
同値である．例えば，Ohmiya[14]を参照されたい．

4.5 まとめ
この章で得られた n次定常KdV方程式の第一積分についてまとめる．n次定常

KdV方程式の第一積分は，公式

I j (u(x)) =


8M0(u(x)), j = n

8
∫

Mj+1(u(x))
d
dx

M0(u(x))dx, j = 0, 1, 2, · · · , n − 1

によって，初等代数のみを扱うことで構成することができる．また，第一積分に
なるメカニズムがはっきり判るため，他のオペレーターへの一般化が考えられる．
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第5章 定常KdV方程式の解における
Weierassの標準形と周期性

5.1 はじめに
この章では，第 4章で構成方法を述べた定常KdV方程式の解における第一積分
を用いて，楕円関数に対するWeierstrassの標準形に相当するものを代数的に構成
する．さらに，それを用いて問題をHeun型方程式のモノドロミーの計算に帰着さ
せ，その解の二重周期性を，楕円関数論を用いずに証明する．定常KdV方程式が
高階の場合，第一積分の導出は非常に煩雑になるため，1次定常KdV方程式の解
における第一積分を用いて，具体的な形を構成し，その構成方法の一般化を示す．
一般化することで，可積分である高階定常KdV方程式による，超楕円関数に対す
るアプローチを可能とする．

5.2 1次定常KdV方程式による微分方程式型Weierassの
標準形

3.5節において，すでに 1次定常 KdV方程式を具体的に構成しているが再度述
べる．1次定常KdV方程式は，KdV多項式 (定義 2)を用いると

Z2(u) = c1Z1(u) + c0Z0(u), c0, c1 : 定数 (5.1)

で表される．このとき

Z0(u) = 1, Z1 =
1
2

u, Z2(u) = −1
8

u′′ +
3
8

u2

である．
１次代数幾何的ポテンシャルに対応する M関数 (補題 12)は，

Mk (u(x)) =


Z2−k (u(x)) −

1∑
j=k

c j Z j−k (u(x)), k = 0, 1

Z0(u(x)) = 1, k = 2
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である．具体的な計算結果を次に示す．

M0(u) = −1
8

u′′ +
3
8

u2 − 1
2

c1u − c0

M1(u) =
1
2

u − c1

M2(u) = 1

(5.2)

したがって，第一積分生成多項式 (定理 7)

I j (u(x)) =


8M0(u(x), j = 1

8
∫

Mj+1(u(x))
d
dx

M0(u(x))dx, j = 0

は，M関数 (5.2)を用いると，次の 2つの非自明な第一積分を構成できる．

I0(u) = u3 − 4c1u2 + 4c2
1u − 1

2
u′′u +

1
4

u′2 + c1u′′ + k0

I1(u) = 3u2 − 4c1u − u′′ + k1

(5.3)

ここに，k0，k1は定数である．
この 2つの第一積分より，2階導関数 u′′を消去すると，Weierstrassの標準形に
相当する関係式

u′2 = 2u3 − 2K2u − 4K3, (K2, K3;定数) (5.4)

が構成できる．このとき，右辺の 3次多項式の非退化条件は

K3
2 − 27K2

3 , 0 (5.5)

である．
以上が微分方程式である 1次定常KdV方程式によるWeierstrassの標準形の構成
方法である．また，この構成方法が，一般化できることは容易にわかる．

5.3 Heun型微分方程式
次に，1次定常KdV方程式の第一積分 (7.3)とWeierstrassの標準形 (7.4)より，変
数 u(x)を変数変換行うことで，Fuchs型微分方程式の構成を行う．
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まず第一積分 (7.3)の 1つを

u′′ = 3u2 − K2 = G(u), (5.6)

Weierstrassの標準形 (7.4)を

u′2 = 2u3 − 2K2u − 4K3 = F (u) (5.7)

とする．
次に，1次元 Schrödinger方程式

− f ′′ + (u(x) − λ) f = 0 ′ =
d
dx

(5.8)

において変数変換
ξ = u(x) (5.9)

を行う．ここで，
ϕ(ξ) = f (x)

とすると
ϕξ =

df
dx

dx
dξ
=

f ′

u′
(5.10)

と

ϕξξ =
d

dξ

( f ′

u′

)
=

d
dx

( f ′

u′

) dx
dξ

=
f ′′u′ − f ′u′′

u′3
=

f ′′

u′2
− f ′

u′
u′′

u′2

(5.11)

が成立する．変数変換 (5.9)に注意して，1次元 Schrödinger方程式 (5.8)に式 (5.6)，
(5.7)，(5.10)，(5.11)を代入すると

ϕξξ =
(ξ − λ)ϕ

F (ξ)
− ϕξ

G(ξ)
F (ξ)

(5.12)

となる．したがって，1次元 Schrödinger方程式 (5.8)は，有理関数係数の微分方
程式

ϕξξ +
1
2

(
1
ξ − e1

+
1
ξ − e2

+
1
ξ − e3

)
ϕξ −

ξ − λ
2(ξ − e1)(ξ − e2)(ξ − e3)

ϕ = 0 (5.13)

に変換される．ここで e1, e2, e3は

F (ξ) = 2ξ3 − 2K2ξ − 4K3 = 2(ξ − e1)(ξ − e2)(ξ − e3) = 0 (5.14)

を満たすものとし，非退化条件 (5.5)より

e1 , e2 , e3

であるから，(5.13)は有限な確定特異点を 3つもつ Fuchs型の微分方程式である．
このような微分方程式をHeun型微分方程式という．
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定義 12 (Fuchs型微分方程式). 関数 p(x)，q(x)を正則かつ，有理関数とするとき，
2階線形斉次常微分方程式

d2y

dx2 + p(x)
dy
dx
+ q(x)y = 0

において，特異点が全て確定特異点であるものを Fuchs型微分方程式と言う．
Fuchs型微分方程式としては，Gauss型微分方程式（超幾何微分方程式）

x(1 − x)
d2y

dx2 +
(
γ − (α + β + 1)x

) dy
dx
− αβy = 0 (5.15)

が有名である．この微分方程式 (5.15)は，x = 0, 1, ∞において，確定特異点をも
ち，それ以外に特異点を持たない．また，モノドロミーによる局所構造だけでな
く，大域構造も解析することができる．

Heun型微分方程式 (5.13)については，Gauss型微分方程式と異なり，通常，大
域構造を知ることはできない．例外として，微分方程式 (5.13)において，スペク
トルパラメータ λが，特異点 e j と一致する場合，大域構造を知ることができる．
しかし，今の場合，決定方程式 Γj (ρ)は，λ に依存していないことから，λ はア
クセサリパラメータとしての役割しかない．そのため，Heun型微分方程式 (5.13)
は，モノドロミーによる局所構造しか解析することはできない．Heun型微分方程
式 (5.13)は，元々，1次元 Schrödinger方程式 (5.8)の変換式であったため，1次元
Schrödinger方程式の固有値問題（定義 4）を利用することができる．このことを
使って解の構成ができないか考察してみる．
スペクトル判別式 ∆(λ)は 3.5節より

∆(λ) = −4λ3 + K2λ − K3

である．このとき，
ξ = −2λ

とすると
F (ξ) = 4∆(λ)

が成立するので
λ = −e1

2
, −e2

2
, −e3

2
(5.16)

が分かる．したがって，(5.16)が，1次元 Schrödinger作用素の Γ-スペクトルであ
る．これらの Γ-スペクトルに対するスペクトル M関数は

M (x, −
e j

2
) =

1
2

(
u(x) − e j

)
, j = 1, 2, 3

であるから
f j (x) =

√
u(x) − e j, j = 1, 2, 3 (5.17)
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は 1次元 Schrödinger方程式(
− d2

dx2 + u(x)
)

f j = λ j f j, λ j = −
e j

2
, j = 1, 2, 3 (5.18)

における固有値 λ jに対応する固有関数である．したがって，具体的な解が構成で
きる．式 (5.18)より，

u(x) =
f ′′j (x) + λ j f j (x)

f j (x)
, j = 1, 2, 3

なので，3つの u(x)を求めることができる．このことは，固有値問題 (5.18)が解
けることを示しているが，実際のところ，u(x)を求めることはできない．なぜな
らば，前提として， f j (x)そのものを固有値問題によって，導かなければならない
からである．したがって，この方法による解の構成はできない．
そこで，固有値問題を解くことからでなく，Heun型微分方程式の局所モノドロ
ミーを考察することによって， f (x)の性質を解析することにする．さきに， f (x)
の性質について，述べておく．

定理 8. 高階定常KdV方程式の解である u(x)が，1次元 Schrödinger方程式(
− d2

dx2 + u(x)
)

f (x) = λ f (x)

を満たすとき， f (x)は，周期関数である．

次節で， f (x)が，周期関数であることを証明する．

5.4 定理8の証明
式 (7)の確定特異点は，e1，e2，e3，∞である．この中から，3点についてノド
ロミーを求めれば，残りの 1点も求めたことになるので，有限特異点 3つのモノ
ドロミーを求めることにする．

特異点 e1の時：

ϕ(ξ) = (ξ − e1)t · (1 +正則) (5.19)

とする．式 (5.19)をHeun型微分方程式 (5.13)に代入すると

t(t − 1)(ξ − e1)t−2 +
1
2

t(ξ − e1)t−2 + 高次 · · · (5.20)

となる．モノドロミーは，最低次の係数にのみ着目するので，式 (5.20)は，最低
次のみ表している．式 (5.20)より，モノドロミーの決定方程式は

Γ = ρ(ρ − 1) +
1
2
ρ = 0
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となるので
ρ = 0,

1
2

(5.21)

である．これにより，特異点周りを 2回まわることで，元の点に戻ってくること
がわかる．

特異点 e2，e3の時：
e1の時と同様に求めることができる．

ここで，3つの有限な特異点 e1，e2，e3の周りを回る解析接続の様子について
説明する．

図 5.1: 3つの特異点周りの解析接続

その様子を，図5.1のよう考える．この図では，各々の特異点について，u(x0) = ξ0
とし，ξ0を出発して，特異点 e jだけを左に見ながら反時計回りに回る曲線を描い
ている．このとき，この曲線を γ jとする．また，一般の解析関数 g(ξ)を γ jに沿っ
て解析接続したものを

g(γ∗j ξ)

で表す．今回の場合，(5.21)より，1つの特異点周りの解析接続は，2回まわること
で元の点に戻ってくることがわかる．1回まわった時は，見かけ上，元の点に戻っ
てきたように見えるが，そうではないので，注意が必要である．

図 5.2: 特異点周りの解析接続の様子
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その様子を図 5.2に描く．このとき，二つの曲線 γ j の始点と終点を結ぶ曲線を

γ̃ j = γ j ◦ γ j

と表す．これは，ξ0を出発して特異点 ξ = e jを 2回まわる閉曲線である．したがっ
て，次が成立する．

ϕ(γ∗j (γ∗j ξ0)) = ϕ(γ̃ j
∗ξ0) = ϕ(ξ0) (5.22)

これは，ξ-平面のおける解析関数 g(ξ)の解析接続の様子である．では，変数変
換前の x-平面における解析接続に引き戻してやるとどうなるかを次に考える．
まず，ξ-平面において，同値式 (5.22)より，2点は同一点であるが，x-平面では，
非退化条件 (5.14)より，u(x) ∈ γ̃ j ならば

u′(x)2 , 0 (5.23)

が従うので，同一点とはなり得ない．図 5.3は，その様子を表している．

図 5.3: ξ-平面とそれに対応する x-平面での解析接続の様子

図 5.3では，ξ-平面における特異点 e jに対応する x-平面での特異点を X jと表し
た．青い線は，解析接続を表し，ξ-平面では，内側に特異点 e j をただ 1つをもつ
ような閉曲線であったが，x-平面では，特異点 X jを避けて通る開曲線になる．条
件式 (5.23)より，ξ-平面における解析接続を上手くとると，x-平面において解析接
続が直線にとれる．図 5.4がその様子を表している．

1つの問題として，x0と x̃0
( j) を結ぶ直線上に特異点 X j がある場合が考えられ

る．しかしこれは，元々ξ0を任意の点としているので，対応する x0も任意にとる
ことができるため，必ず特異点を避けて直線を引くことができる．また，この直
線は，無限に延長することが可能である．したがって，

f (x0) = f (u−1(ξ0)) = f (u−1(γ̃ j
∗ξ0)) = f ( x̃0

( j))
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図 5.4: x-平面での解析接続が直線となる場合

が成り立ち， f (x)が周期関数であることが証明できた．この事実から，さらに重
要なことがわかる．次の定理にまとめる．

定理 9. 高階定常KdV方程式の解である u(x)が，1次元 Schrödinger方程式(
− d2

dx2 + u(x)
)

f (x) = λ f (x)

を満たすとき， f (x)が周期関数であるならば，

u(x) =
f ′′(x) + λ f (x)

f (x)

より，u(x)も周期関数である．

したがって，各々の特異点周りの解析接続によって，各々の点で u(x)が周期関
数であることが判明したが，実際，有限な特異点は，3つある．そこで，つぎは，
３つの特異点周りでは，どうなるかを調べる．図 5.5でその様子を描く．
まず，無限遠点については，決定方程式の解 (5.21)より，分岐点とならない，非
自明解を選ぶことができるので，問題ない．次に，3つの特異点において，各々，
解析接続を描いている．これだけを見ると，u(x)が 3重周期を持つように見える
が，実際，このうち，二つを回ることで，残り 1つは回ったことになっている．し
たがって，図 5.5のように

γ̃3 ∼ γ̃1 ◦ γ̃2

が成り立つ．このことより，３つの周期のうち，1つは，他の 2つの周期に依存す
ることになる．よって，u(x)は，2重周期である．定理としてまとめておく．
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図 5.5: 3つの有限な特異点周りでの解析接続

定理 10. 1次定常KdV方程式の解 u(x)は，非退化条件 (5.5)を満たすならば，2重
周期関数である．言い換えると，u(x)は，楕円関数である．

以上より，u(x)が 2重周期性をもつことにより，楕円関数であることを証明で
きた．元々，楕円関数論を使うことによって，直接的に 1次定常KdV方程式の解
を構成することができるので，あまり意味のないものに思える．しかし，楕円関
数論を用いずに，2重周期性が証明したことは，画期的であり，この方法は，高次
定常KdV方程式に応用できる．そこで，超楕円関数論への拡張を考えてみる．

1次定常KdV方程式の時と同様に，まず，2次定常KdV方程式における第一積
分の 1つを構成してみると

I1(u) =
1
2

c1c2u2 − 3
8

c1u3 − 3
16

c2u4 +
1
8

c2
2u3 +

9
128

u5

+
1
2

c2
1u +

3
16

c1u′2 +
1
32

c2
2u′2 +

1
32

uu′′2 +
13
64

c2u2u′′

− 1
16

c2
2uu′′ − 1

8
c1c2u′′ +

5
16

c1uu′′ − 15
128

u3u′′ − 1
64

c2u′′2

+
3

128
u′2u′′ − 3

128
uu′u′′′ +

1
64

c2u′u′′′ +
1

512
u′′′2

− 1
256

u′′u′′′′ +
3

256
u2u′′′′ − 1

64
c2uu′′′′ − 1

32
c1u′′′′

のように複雑な形をしている．そのため，具体的に高階の場合にWeierstrassの標
準形に相当するものを構成するには，新たな手法が必要となる．

5.5 まとめ
この章において，構成したもの，証明されたものについてまとめておく．
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初めに，1次定常KdV方程式を具体例に挙げ，微分方程式型Weierstrassの標準
形の構成を行った．

1次定常KdV方程式は，c0，c1を定数とすると

Z2(u) = c1Z1(u) + c0Z0(u),
(
Z0(u) = 1, Z1 =

1
2

u, Z2(u) = −1
8

u′′ +
3
8

u2
)

で定義され，このとき，ポテンシャル u(x)は 1次代数幾何的ポテンシャルを満た
す．また，このポテンシャル u(x)に対応する M関数は

Mk (u(x)) =


Z2−k (u(x)) −

1∑
j=k

c j Z j−k (u(x)), k = 0, 1

Z0(u(x)) = 1, k = 2

で定義され，第一積分生成多項式

I j (u(x)) =


8M0(u(x), j = 1

8
∫

Mj+1(u(x))
d
dx

M0(u(x))dx, j = 0

より，k0，k1を定数とすると，2つの非自明な第一積分

I0(u) = u3 − 4c1u2 + 4c2
1u − 1

2
u′′u +

1
4

u′2 + c1u′′ + k0

I1(u) = 3u2 − 4c1u − u′′ + k1

(5.24)

を構成できる．この 2つの第一積分より，K2，K3を定数とすると，微分方程式型
Weierstrassの標準形

u′2 = 2u3 − 2K2u − 4K3, (非退化条件 : K3
2 − 27K2

3 , 0) (5.25)

が構成することができる．この構成方法は，高次の n次代数幾何的ポテンシャル
にも応用できる，しかし，高次になれば，第一積分が複雑化するため，具体的な
表示式を構成するのは，困難である．

次に，1次定常KdV方程式から構成した第一積分 (5.24)と微分方程式型Weier-
strassの標準形 (5.25)を利用して，1次元 Schrödinger方程式

− f ′′ + (u(x) − λ) f = 0 ′ =
d
dx

において，変数変換
ξ = u(x)， (ϕ(ξ) = f (x))
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を行うことで，1次元 Schrödinger方程式を有理関数係数の微分方程式

ϕξξ +
1
2

(
1
ξ − e1

+
1
ξ − e2

+
1
ξ − e3

)
ϕξ −

ξ − λ
2(ξ − e1)(ξ − e2)(ξ − e3)

ϕ = 0 (5.26)

に変換を行った．この方程式は，非退化条件から

e1 , e2 , e3

であることから，3つの有限確定特異点を持つ Fuchs型微分方程式である．そこで，
この 3つの有限確定特異点における局所モノドミーの考察を行った．結果，各々の
特異点における局所モノドロミーの様子より，1次元 Schrödinger方程式

− f ′′ + (u(x) − λ) f = 0 ′ =
d
dx

の固有関数 f (x)が周期を有し，u(x)も周期関数であることを証明した．また，3
つの特異点を回る局所モノドロミーの様子から 2つ回れば，残り 1つ回ったこと
になることから，u(x)が 2重周期を持つことを証明した．この証明は，楕円関数
論を用いない新しい 2重周期性の証明方法になっている．
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第6章 1次元Dirac作用素の準可換微
分作用素

6.1 はじめに
本章では，mKdV(-)方程式の線形化作用素である 1次元Dirac作用素

P(v) =
*..,

0
d
dx
+ v(x)

− d
dx
+ v(x) 0

+//-
の準可換微分作用素の構成，さらにその二つの作用素の交換子から得られる 0階
の微分作用素について考察することを目的とする．方法として，すでに研究され
ている代数的手法を用いた 1次元 Schrödinger作用素のスペクトル理論を利用する．
また，0階の微分作用素として構成された微分多項式 Kn(v)が驚くべき簡明な等
式を表していたので，そのことについて言及する．その等式は，mKdV(-)方程式
の解とKdV方程式の解の間の深い関係をDarboux変換によって示唆するものであ
り，今後の研究の発展の足ががりとなりうるものである．

6.2 Miura変換とLax表示
mKdV(-)方程式とKdV方程式の関係について，1968年にR. M. Miuraは，次の
事実を発見した．

定理 11 (R. M. Miura[4]). 関数 v = v(x, t)がmKdV(-)方程式

∂v

∂t
− 6v2 ∂v

∂x
+
∂3v

∂x3 = 0 (6.1)

の解ならば，Miura変換
u =
∂v

∂x
+ v2 (6.2)

で定義される関数 u = u(x, t)はKdV方程式

∂u
∂t
− 6u
∂u
∂x
+
∂3u
∂x3 = 0 (6.3)

の解である．
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このMiura変換 (6.2)より，P. D. Laxは，ソリトン理論の基礎となる KdV方程
式の Lax表示を発見した．

定理 12 (P. D. Lax[8]). u = u(x, t)がKdV方程式

∂u
∂t
− 6u
∂u
∂x
+
∂3u
∂x3 = 0

の解ならば，微分作用素 H (u), A(u)を

H (u) = − ∂
2

∂x2 + u(x, t)

A(u) = 4
∂3

∂x3 − 6u(x, t)
∂

∂x
− 3ux (x, t)

で定めると，KdV方程式に対して Lax表示
d
dt

H (u) = [H (u), A(u)] = H (u)A(u) − A(u)H (u)

が成立する．また，1次元 Schrödinger作用素H (u)のスペクトルは tに依存しない．

また，Miura変換 (6.2)には，作用素の交換公式であるDarboux変換が成り立つ
ことが知られている．

定義 13 (Darboux変換). 1次元 Schrödinger作用素 H (u)の固有値問題

(H (u) − λ) f (x, λ) = 0

の非自明解 f (x, λ)に対して

v(x) =
d
dx

log f (x, λ) =
f ′(x, λ)
f (x, λ)

と置いて 1階作用素 A(±)を

A(±) = ± d
dx
+ v(x)

で定義すると
u(x) − λ = v′(x) + v(x)2

が成立し
H (u) − λ = A(+) A(−)

である．さらに

u∗(x) = u(x) − 2
d2

dx2 log f (x, λ)

= u(x) − 2v′(x) = −v′(x) + v(x)2
(6.4)
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と置くと
H (u∗) − λ = A(−) A(+) (6.5)

が成立する．このとき (6.5)で定義される作用素 H (u∗)を H (u)のDarboux変換と
言う．また (6.4)で定義されるポテンシャル u∗(x)だけでもDarboux変換と言う．
これらの事実から，具体的に 1次元 Dirac作用素の準可換微分作用素の構成を
行う．

6.3 2成分Schrödinger作用素の準可換微分作用素
1次元Dirac作用素を次で定義する．

定義 14 (1次元Dirac作用素). 1次元Dirac作用素を

P(v) = *, 0 L(v)
L∗(v) 0

+- , L(v) =
d
dx
+ v(x), L∗(v) = − d

dx
+ v(x) (6.6)

で定義する．また，Miura変換

u(x) = v′(x) + v2(x)

とDarboux変換
u∗(x) = −v′(x) + v2(x)

を用いて，2成分 Schrödinger作用素を

S(v) = *,H (u) 0
0 H (u∗)

+-
で定義する．このとき，1次元Dirac作用素 P(v)と 2成分 Schrödinger作用素 S(v)
には，次の関係式が成り立つ．

S(v) = *,L(v)L∗(v) 0
0 L∗(v)L(v)

+- = P2(v) (6.7)

次に，1次元 Schrödinger作用素の準可換微分作用素は，

An(u) =
1
2

n∑
j=0

(
Z j (u)D − 1

2
Z′j (u)

)
H (u)n− j

より，2成分微分作用素 Ãn(v)を定義する．

定義 15. 2成分微分作用素 Ãn(v)を

Ãn(v) = *,An(u) 0
0 An(u∗)

+-
で定義する．
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これより，次の定理が成り立つ．

定理 13 (2成分 Schrödinger作用素の準可換微分作用素). 2成分作用素 Ãn(v)は，2
成分 Schrödinger作用素 S(v)の準可換 2成分微分作用素である.

証明. 計算をすればただちに証明される．

[Ãn(v), S(v)] = Ãn(v)S(v) − S(v) Ãn(v)

= *,An(u)H (u) − H (u) An(u) 0
0 An(u∗)H (u∗) − H (u∗)An(u∗)

+-
= *,[An(u), H (u)] 0

0 [An(u∗), H (u∗)]
+-

したがって，補題 3より

[Ãn(v), S(v)] = *,Z′n+1(u) 0
0 Z′n+1(u∗)

+-
が成立するので，Ãn(v)は S(v)の準可換 2成分微分作用素である． □

この定理を用いて，1次元Dirac作用素 P(v)の準可換微分作用素を求める．

6.4 1次元Dirac作用素の準可換微分作用素
1次元Dirac作用素 P(v)の準可換微分作用素，及び，交換子により構成される 0
階の微分作用素は次のようになる．

定理 14 (1次元Dirac作用素の準可換微分作用素). 2成分微分作用素 Ãn(v)は，1次
元Dirac作用素 P(v)の準可換 2成分微分作用素である．また，

[Ãn(v), P(v)] = *, 0 K∗n (v)
Kn(v) 0

+-
で定義される 0階の微分作用素である微分多項式 Kn(v)，K∗n (v)は

Kn(v) = K∗n(v) =
1
2

(
Zn+1(u) − Zn+1(u∗)

)
　 n = 0, 1, 2, · · ·　

である．

実際に，成り立つか証明を行う．この証明には，次の定理と補題を利用する．

定理 15 (Darboux変換の基本等式 [15]). 等式

B∗Z j (u) = BZ j (u∗), B = D + 2v(x), B∗ = −D + 2v(x) (6.8)

が成立する．
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補題 16 (Associationアルゴリズム). 等式 (6.7)の関係より，次の順序変換が可能で
ある．

H (u)n− j L(v) = L(v)H (u∗)n− j

H (u∗)n− j L∗(v) = L∗(v)H (u)n− j (6.9)

証明. (6.7)より

H (u)n− j L(v) =
(
L(v)L∗(v)

)n− j
L(v)

= L(v)
(
L∗(v)L(v)

)n− j
= L(v)H (u∗)n− j

また

H (u∗)n− j L∗(v) =
(
L∗(v)L(v)

)n− j
L∗(v)

= L∗(v)
(
L(v)L∗(v)

)n− j
= L∗(v)H (u)n− j

であるから，括弧の括りをかえるだけで，明らか証明される． □

これらの事実を使って，次節では，定理 14の証明を示す．

6.5 定理14の証明
Ãn(v)と P(v)の交換子を[

Ãn(v), P(v)
]
= Ãn(v)P(v) − P(v) Ãn(v)

= *, 0 An(u)L(v) − L(v)An(u∗)
An(u∗)L∗(v) − L∗(v)An(u) 0

+-
= *, 0 K∗n (v)

Kn(v) 0
+-

とする．このとき，Kn(v)は

Kn(v) =
1
2

n∑
j=0

{(
Z j (u∗)D − 1

2
Z′j (u

∗)
)
H (u∗)n− j L∗(v)

− L∗(v)
(
Z j (u)D − 1

2
Z′j (u)

)
H (u)n− j

}
である．ここで，Associationアルゴリズム (6.9)を利用すると，H (u)n− j でまとめ
られ

Kn(v) =
1
2

n∑
j=0

{(
Z j (u∗)D − 1

2
Z′j (u

∗)
)
L∗(v)

− L∗(v)
(
Z j (u)D − 1

2
Z′j (u)

)}
H (u)n− j
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となる．次に (6.6)より作用素計算をすると

Kn(v) =
1
2

n∑
j=0

{(
Z j (u) − Z j (u∗)

)
D2

+
1
2

(
Z′j (u) + Z′j (u

∗)
)
D − v

(
Z j (u) − Z′j (u

∗)
)
D

+
1
2
v
(
Z′j (u) − Z′j (u

∗)
)
+ v′Z j (u∗) −

1
2

Z′′′j (u)
}

H (u)n− j

となる．ここで，Darboux変換の基本等式 (6.8)より
1
2

(
Z′j (u) + Z′j (u

∗)
)
− v

(
Z j (u) − Z′j (u

∗)
)
= 0

であるから

Kn(v) =
1
2

n∑
j=0

{(
Z j (u) − Z j (u∗)

)
D2

+
1
2
v
(
Z′j (u) − Z′j (u

∗)
)
+ v′Z j (u∗) −

1
2

Z′′j (u)
}

H (u)n− j

(6.10)

が成立する．ここで，Jn(v)を

Jn(v) =
1
2

{(
Zn(u) − Zn(u∗)

)
D2

+
1
2
v
(
Z′n(u) − Z′n(u∗)

)
+ v′Zn(u∗) − 1

2
Z′′n (u)

} (6.11)

で定義する．すると，Kn(v)は Jn(v)を用いて，漸化式

Kn(v) = Jn(v) + Kn−1(v)H (u) n = 1, 2, · · · (6.12)

で表わせる．ただし，n = 0は

K0(v) = J0(v) =
1
2
v′

である．
K∗n (v)の場合も同様の道筋で進めると

K∗n (v) =
1
2

n∑
j=0

{(
Z j (u) − Z j (u∗)

)
D2

− 1
2
v
(
Z′j (u) − Z′j (u

∗)
)
+ v′Z j (u) +

1
2

Z′′j (u∗)
}

H (u∗)n− j

(6.13)

J∗n (v) =
1
2

{(
Zn(u) − Zn(u∗)

)
D2

− 1
2
v
(
Z′n(u) − Z′n(u∗)

)
+ v′Zn(u) +

1
2

Z′′n (u∗)
} (6.14)

77



が成立し，漸化式

Kn(v) = Jn(v) + Kn−1(v)H (u) n = 1, 2, · · · (6.15)

で表わせる．ただし，n = 0は

K∗0 (v) = J∗0 (v) =
1
2
v′

である．Kn(v)と K∗n (v)が一致することは，帰納法を使ってただちに証明できる．
次に，Kn(v) = K∗n (v)の具体的な式について，関数 Kn(v)を

Kn(v) =
1
2

(
Zn+1(u) − Zn+1(u∗)

)
　 n = 0, 1, 2, · · · (6.16)

と仮定する．Kn(v)は，(6.12)より

K0(v) = J0(v)

Kn(v) = Jn(v) + Kn−1(v)H (u) n = 1, 2, · · · (6.17)

である．Kn(v)は n = 0のとき，(6.12)，(6.16)，とも

Z1(u) =
1
2

u(x)

より
K0(v) =

1
2
v′(x)

である．n − 1のとき
Kn−1(v) =

1
2

(
Zn(u) − Zn(u∗)

)
(6.18)

が成立するとする．漸化式 (6.12)に (6.18)を代入すると

Kn(v) = Jn(v) +
1
2

(
Zn(u) − Zn(u∗)

)
H (u)

であるから，(3.10)より

Kn(v) =
1
2

(
Zn(u) − Zn(u∗)

)
D2 +

1
4
v
(
Z′n(u) − Z′n(u∗)

)
+

1
2
v′Zn(u∗) − 1

4
Z′′n (u)

−1
2

(
Zn(u) − Zn(u∗)

)
D2 +

1
2

u
(
Zn(u) − Zn(u∗)

)
となる．ここで，D2の項は消去でき，(6.2)を利用して整理すると

Kn(v) = − 1
4

Z′′n (u) +
1
4
vZ′n(u) − 1

4
vZ′n(u∗)

+
1
2
v2Zn(u) − 1

2
v2Zn(u∗) +

1
2
v′Zn(u)
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となる．この Kn(v)を微分すると

K′n(v) = − 1
4

Z′′′n (u) +
1
4
vZ′′n (u) − 1

4
vZ′′n (u∗) +

3
4
v′Z′n(u) − 1

4
v′Z′n(u∗)

+
1
2
v2Z′n(u) − 1

2
v2Z′n(u∗) + vv′Zn(u) − vv′Zn(u∗) +

1
2
v′′Zn(u)

(6.19)

である．同様に K∗n (v)は

K∗n (v) =
1
4

Z′′n (u∗) − 1
4
vZ′n(u) − 1

4
vZ′n(u∗)

+
1
2
v2Zn(u) − 1

2
v2Zn(u∗) +

1
2
v′Zn(u∗)

となり，よって K∗
′

n (v)は

K∗
′

n (v) =
1
4

Z′′′n (u∗) − 1
4
vZ′′n (u) +

1
4
vZ′′n (u∗) − 1

4
v′Z′n(u) +

3
4
v′Z′n(u∗)

+
1
2
v2Z′n(u) − 1

2
v2Z′n(u∗) + vv′Zn(u) − vv′Zn(u∗) +

1
2
v′′Zn(u∗)

(6.20)

となる．ここで，(6.19)，(6.20)が一致することより

K′n(v) =
1
2

(
K′n(v) + K∗

′
n (v)

)
=

1
2

{(1
2

(2vv′ + v′′)Zn(u) + (v2 + v′)Z′n(u) − 1
4

Z′′′n (u)
)

−
(1
2

(2vv′ − v′′)Zn(u∗) + (v2 − v′)Z′n(u∗) − 1
4

Z′′′n (u∗)
)

+ vv′Zn(u) − vv′Zn(u∗) − 1
2
v′Z′n(u) − 1

2
v′Z′n(u∗)

}
が成立する．Associationアルゴリズム (6.9)より

vv′Zn(u) − vv′Zn(u∗) − 1
2
v′Z′n(u) − 1

2
v′Z′n(u∗) = 0

であるから，(6.2)より

u′(x) = 2v(x)v′(x) + v′′(x), u∗
′
(x) = 2v(x)v′(x) − v′′(x)

を用いると

K′n(v) =
1
2

{(1
2

u′(x) + u(x)D − 1
4

D3
)

Zn(u)

−
(1
2

u∗
′
(x) + u∗(x)D − 1

4
D3

)
Zn(u∗)

}
と整理できる．Λ作用素 (2.24)より

Kn(v) =
1
2

(
Λ(u)Zn(u) − Λ(u∗)Zn(u∗)

)
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と表すことができ
Kn(v) =

1
2

(
Zn+1(u) − Zn+1(u∗)

)
(6.21)

を満たす．

したがって，1次元Dirac作用素 P(v)の準可換 2成分微分作用素 Ãn(v)から，微
分多項式 Kn(v)を構成できた．この関係式 (6.21)は，今後の研究を発展させる重
要な関係式である．次の節では，この Kn(v)より，新たに分かった事実を述べる．

6.6 Kn(v)とmKdV階層
ここでは，前節によって構成できた微分多項式

Kn(v) =
1
2

(
Zn+1(u) − Zn+1(u∗)

)
(6.22)

について，考察を行う．まず，式 (6.22)に内包しているKdV多項式 Zn(u)につい
て，再定義をする．

定義 16. KdV多項式 Zn(u)は，漸化作用素

Λ(u) =
(

d
dx

)−1 (
1
2

u′(x) + u(x)
d
dx
− 1

4
d3

dx3

)
(6.23)

を用いて，漸化式

Z j+1(u) = Λ(u)Z j (u), Z0(u) = 1, j = 0, 1, 2, · · · (6.24)

で表される．また，1次元 Schrödinger作用素

H (u) = − d2

dx2 + u(x)

と微分作用素

An =
1
2

n∑
j=0

(
Z j (u)

d
dx
− 1

2
Z′j (u)

)
H (u)n− j

によって，
[An, H (u)] =

d
dx

Zn+1(u)

が成立する．

これにより，微分多項式 Kn(v)について，KdV多項式 Zn(u)と同じく漸化作用
素を構成することが可能であると思われる．そこで，微分多項式 Kn(v)に対応す
る漸化作用素の構成を試みる．
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式 (6.22)に漸化式 (6.24)を代入すると

Kn(v) =
1
2

(
Λ(u)Zn(u) − Λ(u∗)Zn(u∗)

)
. (6.25)

漸化作用素 (6.23)より

Kn(v) =
1
2

( d
dx

)−1 ((1
2

u′(x) + u(x)
d
dx
− 1

4
d3

dx3

)
Zn(u)

−
(1
2

u∗
′
(x) + u∗(x)

d
dx
− 1

4
d3

dx3

)
Zn(u∗)

)
.

(6.26)

Miura変換 (14)を用いて，整理すると

K′n(v) =
1
2

{
2vv′Kn−1(v) + 2v2K′n−1(v) − 1

2
K′′′n−1(v)

+
1
2
v′′

(
Zn(u) + Zn(u∗)

)
+ v′

(
Z′n(u) + Z′n(u∗)

)} (6.27)

となる．ここで，Darboux変換の基本公式 (6.8)より，

Z′n(u) + Z′n(u∗) = 4vKn−1 (6.28)

であり，積分を形式的に D−1とあらわすと

Zn(u) + Zn(u∗) = D−1
(
4vKn−1

)
. (6.29)

式 (6.28)と式 (6.29)を (6.27)の右辺の第 3項，第 4項に代入して，整理すると

K′n(v) = 3vv′Kn−1(v) + v2K′n−1(v) − 1
4

K′′′n−1(v) + v′′D−1
(
vKn−1

)
. (6.30)

式 (6.30)を積分すると

Kn(v) = D−1
(
−1

4
K′′′n−1 + v

2K′n−1 + 2vv′Kn−1

)
+ v′D−1

(
vKn−1

)
(6.31)

が成立する．式 (6.31)の右辺の最後の項を見ると，D−1の前に v′が出てきており，
漸化作用素 Λ(u)のように D−1で完全にくくれた形で表現できていないので，扱い
易い形の漸化作用素を構成できていない．しかし，いちおう，微分多項式 Kn(v)の
漸化式の構成に成功した．
これらの事実より，非線形定常微分方程式である n次定常KdV方程式

d
dx

(
Zn+1(u) −

n∑
j=0

c j Z j (u)
)
= 0

の構成は定常 KdV階層と呼ばれる．同様に，非線形定常微分方程式

Kn −
n−1∑
j=0

e j K j = 0, e j :定数

の構成を定常 mKdV階層と呼ぶことができる．
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6.7 Darboux変換の一般化
恒等式 (6.16)において，n = 0のとき

K0(v) =
1
2

(
Z1(u) − Z1(u∗)

)
であり，これを具体的に書くと

1
2
v′(x) =

1
4

u(x) − 1
4

u∗(x)

である．さらに u∗(x)について解くと

u∗(x) = u(x) − 2v′(x)

が得られる．これは，Darboux変換の式そのものであり，さらに定理 4で得られた
等式を Zn+1(u∗)について解くと

Zn+1(u∗) = Zn+1(u) − 2Kn(v)

が得られる．この式は，Darboux変換の一般化に相当する極めて興味深い等式で
ある．

6.8 1次元Dirac作用素の性質
微分方程式


SF (x) = 0
PG(x) = 0

の解を考える．ここに

P(v) = *, 0 L(v)
L∗(v) 0

+- , S = *,H (u) 0
0 H (u∗)

+-
である．このとき，u+(x)が代数幾何的ポテンシャルであると，代数的に SF (x) = 0
は解くことができる．

定義 17 (代数幾何的ポテンシャル). ベクトル空間V (u)を

V (u) =
∞⊕

n=0
CZn(u), dim V (u) < ∞.

としたとき，V (u)が n+1次元ならば，u(x)を n次代数幾何的ポテンシャルという．
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(6.7)より SF (x) = 0は
P(PF (x)) = 0

と表すことができ，PF (x) = G(x)とすると PG(x) = 0の解は，PF (x) = 0の時
F (x)になる．また，PF (x) , 0の時は，F (x)が解ではないが PG(x) = 0であるか
らG(x)が解となる．したがって，PG(x) = 0は代数的に解くことができる．以上
のことから，1次元Dirac方程式の解は，1次元 Schrödinger方程式の解を利用して
具体的に構成できる．
スペクトルパラメータを含む固有値問題の解も同様の関係が成立するが，具体
的な解の構成を含め将来の研究の課題とする．

6.9 まとめ
この章において，構成できたものについてまとめておく．
1次元Dirac作用素を

P(v) =
*..,

0
d
dx
+ v(x)

− d
dx
+ v(x) 0

+//-
で定義すると，1次元Dirac作用素 P(v)の準可換 2成分微分作用素は，

Ãn(v) = *,An(u) 0
0 An(u∗)

+-
An(u) =

1
2

n∑
j=0

(
Z j (u)D − 1

2
Z′j (u)

)
H (u)n− j

である．また，2つの作用素の交換子

[Ãn(v), P(v)] = *, 0 Kn(v)
Kn(v) 0

+-
より構成される０階の作用素である微分多項式は

Kn(v) =
1
2

(
Zn+1(u) − Zn+1(u∗)

)
　 n = 0, 1, 2, · · ·　 (6.32)

であり，定常KdV階層の構成ができた．また，(7.6)より

Zn+1(u∗) = Zn+1(u) − 2Kn(v)

は，Darboux変換の一般化を示しており，定常KdV階層と定常mKdV階層の間に
ある階層構造のつながりをDarboux変換を通じて明瞭に示されている．
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第7章 最後に

本論文では，n次定常KdV方程式

d
dx

(
Zn+1(u) −

n∑
j=1

c j Z j (u)
)
= 0

に対する古典代数解析的手法を用いた研究結果を報告している．
第 2章では，KdV程式の線形化作用素である 1次元 Schrödinger作用素

H (u) = − d2

dx2 + u

の準可換微分作用素

An =
1
2

n∑
j=0

(
Z j (u)

d
dx
− 1

2
Z′j (u)

)
H (u)n− j

の構成，及び，交換子 [H (u), An]より導かれる 0階の微分作用素である微分多項式
Zn(u)の考察を行っている．また，微分作用素 H (u)と Anが可換になる条件より，
微分多項式 Zn(u)から，n次定常 KdV方程式を構成している．さらに，n次定常
KdV方程式を解析するため，代数幾何的ポテンシャルという概念を導入している．
第 3章では，代数幾何的ポテンシャルの概念から成立する関係式

Zn+1(u) =
n∑

j=0
c j Z j (u)

から，n次定常KdV方程式を解析するのにとても重要な関数である M関数

Mk (u) =


Zn−k+1(u) −

n∑
j=k

c j Z j−k (u), k = 0, 1, 2, · · · , n

Z0(u) = 1, k = n + 1

を定義している．この M関数は，微分多項式 Zn(u)に成り立つ展開公式から拡張
が可能であり，拡張された関数をポテンシャル u(x)に対するスペクトル型M関数
M (x, λ)として定義している．また，このスペクトル型M関数は，3階線形常微分
方程式であるAppell-Lindemann方程式

d
dx
Λ(u− λ)M (x, λ) = −1

4
M′′′(x, λ)+ (u(x)− λ)M′(x, λ)+

1
2

u′(x)M (x, λ) = 0 (7.1)
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の解になっており，Appell-Lindemann方程式 (7.1)が，1次元 Schrödinger作用素に
対する固有値問題

(H (u) − λ) f (x, λ) = 0

の解 f1(x, λ)， f2(x, λ)による 2次形式で表すことができる方程式であることから，
1次元 Schrödinger作用素の固有値 λ0に対する固有関数を

f (x) =
√

M (x, λ0)

で求めることができることを言及している．また，公式 (7)を利用して，1次代数
幾何的ポテンシャルについて解析を行い，代数幾何的ポテンシャルが，非常に興味
深いものであることを示している．それは，u(x)を 1次代数幾何的ポテンシャル
とするならば，ポテンシャル u(x)が，有理ポテンシャル，双曲ポテンシャル，楕
円ポテンシャルという 3つのポテンシャルを有しており，それらは，Fuchs型方程
式，ソリトン解，楕円関数との繋がりを示していることから，研究の広がりを感
じさせる．しかし，2次代数幾何的ポテンシャルについては，挙げた 3つのポテン
シャル以外の存在は，はっきりしていない．
第 4章では，n次定常KdV方程式を解く方法として，n次定常KdV方程式の包
合的な第一積分を構成する方法を考察している．n次定常KdV方程式の包合的な
第一積分 I j (u)は，公式

I j (u) =


8M0(u), j = n

8
∫

Mj+1(u)
d
dx

M0(u)dx, j = 0, 1, 2, · · · , n − 1
(7.2)

によって，初等代数のみを使った手法で求めることが可能であることを言及して
いる．この研究内容は，著者 [16]，[17]にて発表している．
第 5章では，n次定常KdV方程式の第一積分の公式 (7.2)から，楕円関数におけ
る ℘関数で定義されたWeierstrassの標準形に相当する式を構成している．このと
き，具体例として 1次定常KdV方程式の第一積分

I0(u) = u3 − 4c1u2 + 4c2
1u − 1

2
u′′u +

1
4

u′2 + c1u′′ + k0

I1(u) = 3u2 − 4c1u − u′′ + k1

(k0, k1 :定数)

(7.3)

より，微分方程式型Weierstrassの標準形

u′2 = 2u3 − 2K2u − 4K3, (非退化条件 : K3
2 − 27K2

3 , 0) (7.4)

を構成している．このとき，K2，K3 は定数である．これは，多くの研究におい
て，楕円関数によるソリトン方程式の解析が行われていることに対する逆転の発
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想で，ソリトン方程式による楕円関数の解析を行う試みの第一歩であると位置づ
けている．
また，1次元 Schrödinger方程式(

− d2

dx2 + u(x)
)

f (x) = λ f (x) (7.5)

において変数変換 ξ = u(x)を考えると，式 (7.3)，(7.4)を利用すると，Fuchs型の
微分方程式

ϕξξ+
1
2

(
1
ξ − e1

+
1
ξ − e2

+
1
ξ − e3

)
ϕξ−

ξ − λ
2(ξ − e1)(ξ − e2)(ξ − e3)

ϕ = 0, ϕ(ξ) = f (x)

に変換できる．このとき，e1 , e2 , e3である．ここでは，この方程式の 3つの有
限な確定特異点 e1，e2，e3における局所モノドロミーの考察を行っている．結果，
1次元 Schrödinger方程式 (7.5)における f (x)が周期的であること，さらに u(x)が
2重周期関数（＝楕円関数）であることを楕円関数論を用いない新たな方法によっ
て証明をしている．この証明は，高次定常 KdV方程式についても応用が可能で，
超楕円関数の解析への足ががりとなり得て，2次代数幾何的ポテンシャルを解析す
る方法にも繋がってくると考えられる．この研究内容は，著者 [18]，[19]にて発表
している．
第 6章では，mKdV(-)方程式の線形化作用素である 1次元Dirac作用素を

P(v) =
*..,

0
d
dx
+ v(x)

− d
dx
+ v(x) 0

+//-
で定義し，1次元Dirac作用素の多成分準可換微分作用素の構成，及び，交換子か
ら得られる微分多項式

Kn(v) =
1
2

(
Zn+1(u) − Zn+1(u∗)

)
　 n = 0, 1, 2, · · ·　 (7.6)

の導出方法の証明，考察を行っている．ここで，1次元 Schrödinger方程式 (7.5)に
おいて，非自明解 f (x)に対して

v(x) =
d
dx

log f (x) =
f ′(x)
f (x)

と置いて 1階作用素 A(±)を A(±) = ±(d/dx) + v(x) で定義すると，Miura変換

u(x) = v′(x) + v(x)2

が成立し，H (u) = A(+) A(−) であることから，Darboux変換

u∗(x) = u(x) − 2v′(x) = −v′(x) + v(x)2
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が得られる．
この構成された等式 (7.6)は，Darboux変換の高階化を示す関係式となっており，
高次KdV方程式系と高次mKdV(-)方程式系の解の構造の繋がりを明示している．
また，Darboux変換は，ポテンシャルの次数を一つ持ち上げることがあるので，2
次代数幾何的ポテンシャルの解析に利用できると考えられる．この研究内容は，著
者 [20]，[21]にて発表している．

このように，n次定常KdV方程式と代数幾何的ポテンシャルを根底に研究がつ
ながっている．代数幾何的ポテンシャルの解析には，研究の広がりを感じられる
が，代数幾何的ポテンシャルそのものを解析することは，困難である．そこで，代
数幾何的ポテンシャルとして，判明している 3つのポテンシャルから，拡張して
いくことを考えていく．それは，超楕円関数へのアプローチであるが，現段階で
は，古典代数解析手法としての道具が足りていない．そこで，まずは，楕円関数
に対して，微分方程式を用いた古典代数解析を行い，楕円関数論の再構築を目論
んでいる．
このことは，工学や医学など他分野への応用を考えることができる．それは，非
線形現象にあらわれる楕円関数において微分方程式による理論ができたならば，従
来，非線形現象を線形近似によって扱ってきた現象を非線形現象のまま扱うこと
が可能になるからである．
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